Calculo de campo eléctrico para distribu-
ciones de carga. Notas

E.F. Lavia

Resumen. Ejercicio sobre determinacion del campo eléctrico para una distri-
bucién de carga continua, un hilo finito uniformemente cargado, con comenta-
rios varios.

1. El campo eléctrico

1.1. Calculo de campo eléctrico por integracion

A esta altura sabemos que el campo eléctrico puede calcularse a través de la

integral
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que no es otra cosa que sumar aportaciones de campos que hacen cargas infini-
tesimales p dV ubicadas en X' respecto al punto X. Notemos también que esta
integral son tres integrales (el campo es un vector) de modo que en realidad signi-
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donde hemos escrito explicitamente la dependenc1a en las coordenadas (cartesia-
nas). Recordemos también que las coordenadas sobre las cuales se integra son las
primadas de modo que el vector E, que es el campo ya integrado, s6lo depende a
lo sumo de z, y, 2.
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1.2. Ejemplo: hilo cargado

Consideremos un hilo muy fino recto, de longitud L, cargado uniformemente
con una carga total (). Calculemos el campo a una distancia R del centro del hilo.
Ver figura 1.

hilo con carga Q

4

—

Quiero el campo aca

FIGURA 1. Esquema del problema que queremos resolver.

Simetrias. Un hilo cargado uniformemente tendréa simetria de rotacion en ¢, es
decir que si giramos el hilo en torno al eje definido por él mismo en algin 4ngulo
no deberiamos percibir diferencias en el campo que ejerce. Dada esta simetria de
rotacion es razonable utilizar coordenadas cilindricas (ver figura 2) (con R morando
en el plano zy). Lo ubicamos como muestra la figura orientado a lo largo de 2, con
su centro en el origen de coordenadas y con R en el eje ¢. Ahora resulta patente
que existe una simetria de reflexion respecto del plano zy; es decir que lo que esta
por debajo del plano zy es igual a lo que esta por encima.
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FIGURA 2. Sistema coordenado para el problema; cilindricas en xy.

La simetria de rotacién que mencionamos nos lleva a deducir en primer lugar
que E # E(¢). En segundo lugar notamos que para un punto a distancia R en el
plano definido por el centro del hilo (observar figura), existen tantos aportes de la
zona z > (0 como de la zona z < 0 ; pensandolo un poco razonamos que el campo
en el punto I no puede tener componente en z, porque los aportes se compensan;
es decir debe ser un campo en 7. Notemos también que no puede tener componente
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en (;AS porque los aportes de cada elemento de hilo se hallan contenidos en el plano
zy (la fuerza eléctrica es central y trabaja en la direccién de la recta que une carga
con punto campo). Finalmente R no es otra cosa que la coordenada r de cilindricas,
asi que evaluar en un R genérico es evaluar en r de cilindricas.

Juntando toda esta informaciéon deducimos que

E = E(r,z)7

Planteando la integral. Queremos plantear la integral (1) para esta configura-
cién. Notemos que si el hilo esta cargado uniformemente con carga () y la longitud
es L tendremos

)\:% = Q=) =dQ=\L,

es decir que un cachito de carga ubidado en un diferencial de hilo dL tendra una
carga A\dL, pero segin la figura dL = dz. Bien.

Queremos calcular el campo en un punto a distancia R = r, es deciren X =
(r,z = 0) = r#, considerando que un punto cualquiera del hilo (la distribucion de
carga) se halla genéricamente en coordenadas X' = (0, 2’) = z’Z. Con esto dltimo
estamos queriendo expresar una coordenada cualquiera del hilo (jNo olvidemos
que hay que integrar!). Entonces:

X -X'=(r0)—-(0,2)=(r,—2)=rf—22

la distancia entre el punto campo y el punto fuente siempre sera en 7 y 2: vemos
que no tiene componente en ¢. Luego el mdédulo al cubo de esa distancia sera:
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Estamos en condiciones de plantear la integral del campo en 7
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la cual son dos integrales
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Hemos planteado la solucién. Tomemos un poco de aire y contemplemos (3) a ver
si simplificamos algo; estamos integrando en coordenadas primadas, en las de la
distribucién (que es una recta en 2) de manera que tenemos un tnico diferencial dz’
y asimismo evaluamos en un punto r . Podemos sacar fuera de la primer integral
a Ay ar (repito que integramos en z’) de forma que
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Haciendo la integral. Ahora evaluamos las integrales (4) y vemos que la segunda
es nula (jPero ya lo sabiamos por simetria!: el campo en z = 0 no puede tener
componente en Z). Nos queda la primer integral que puede consultarse en una
tabla y entonces
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que es el resultado que estabamos buscando y vamos a recuadrar,
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Algunas cosas mas. Este ejemplo permite una evaluacién sencilla del caso extre-
mo de un hilo infinito, que implica considerar L — oo, para lo cual sacamos factor
comun L asi

2L~/ L2 + 4r2

E =0)=k\
(rz=0) " r2(L2 + 4r2)
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Ahora si L — oo resulta
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Veamos si podemos hacer por Gauss este ejercicio (hilo infinito). Para aplicar
laley de Gauss consideramos una superficie ¥ cilindrica de algin radio R y altura
Lyg (ver figura 3) de forma que tenemos la siguiente relacion valida:

/E~ﬁdS:Q.
Jz €0

Operamos primero en el miembro derecho y resulta

Q Ao

0 e
ahora vamos al miembro izquierdo y hacemos la integral de superficie utilizando
lo que sabemos del campo por simetria: sera radial y perpendicular a las tapas del

cilindro 3. Dado que E = E 7 y la normal de la superficie lateral de X es 7 resulta
/ Et - 7PRodgpdz = ERo2mLg
lateral

Notemos que el elemento de area en cilindricas es rd¢dz. Igualando ambos miem-
bros

AL
ERy2rLy = =2
€0
entonces
_ X oy
o 27TRO€0 - RO

es decir que hemos arribado a la misma expresion. Parece que nuestro calculo es
consistente.

Remarquemos una vez mas que la ley de Gauss solo puede usarse cuando
existen las suficientes simetrias para hacer la integral. En el caso del hilo finito,
existen las suficientes simetrias s6lo en z = 0. En el caso del hilo infinito para
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FIGURA 3. Superficie ficticia para aplicar la ley de Gauss al problema del
hilo infinito. Vemos la normal a la misma y la direccion del campo eléctrico.
Sobrevive el aporte sobre la superficie lateral y se anula el de las tapas del
cilindro.

cualquier z da lo mismo (el hilo es infinito en z y si me desplazo a otro zg veo la
misma imagen: infinito en ambas direcciones).

1.3. El potencial

Se ha visto que para un campo electrostatico E dado por la integral (1) existe
una funcién potencial escalar ¢(X) tal que

E=-Vo,

lo cual significa que el campo es (menos) el gradiente del potencial. Una Unica carga
q situada en el origen de coordenadas ejerce un campo dado, en esféricas, por

= ©)

cuyas lineas de campo eran flechas radiales alejandose del origen si ¢ > 0 o acer-
candose si ¢ < 0. Por derivacion directa vemos que si planteamos

6="1, o)

resulta ser
k
—Voé =kq(=V (/7)) = kqr—2Vr = —;] 7
T
Entonces (7) es el potencial del campo (6).
Es decir que para resolver un problema electrostatico podriamos en lugar
de evaluar una integral vectorial (tres integrales en general) evaluar solamente
una integral escalar, la del potencial. Si el campo F esti dado por (1) la integral

correspondiente para el potencial sera

kp(«',y', 2")dx'dy'dz’
Pz, y, 2 : ®)
X - X'|

Por supuesto luego de calcular ¢ hay que derivar para obtener E.
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Para nuestro hilo finito la integral a evaluar seria

+L/2 dZ/
2=0)=k\R L 9
otrz=0) =i | o ©)

Invito al lector a integrar y luego derivar para obtener el campo F correspondiente.

E.F. Lavia



