Fisica Tedrica 3

Serie 9: Modelo de Ising. Fenémenos criticos - 2do cuatrimestre de 2005

Problema 1: El modelo de Ising se utiliza para estudiar transiciones de fase en sistemas
magnéticos. Consiste de N spines en una red que, en presencia de un campo magnético B, in-

teractian en la forma
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donde la ultima suma es sobre los primeros vecinos.

El modelo del gas de red (“Lattice Gas”) se utiliza para estudiar transiciones de fase liquido-gas.
Consiste en N sitios cada uno de los cuales puede estar ocupado a lo sumo por una particula. Las
particulas interactian entre sitios vecinos, siendo € la energia de interaccion.

Muestre que ambos modelos son isomorfos. Para ello derive las relaciones que ligan los parametros
del modelo de Ising con los del gas de red, de modo que la funcién de particiéon canénica del primero
sea idéntica ( a menos de una constante de proporcionalidad ) a la funcién de particién gran canénica

del segundo.

Problema 2: En una dimensién el modelo de Ising puede ser resuelto en forma exacta.
a) Considere a los N spines colocados en un circulo con condiciones periddicas de contorno ( es decir

s1 = Sn+1 ). Muestre que la funcién de particién candnica Q) es

Qn(b, K) = ) Z exp (;(bsi + K;5i41)) (2)

donde b= puB y K = (3J.

b) Muestre que Qn = Traza (¢~) donde g es la matriz 2 x 2 de elementos
explb(s+s')/2+ K ss'] (s,8 =+1) (3)

Ayuda: El sumando del argumento de la exponencial en @ puede ser reescrito en la forma b(s; +
Si+1)/2 + Ksisi—i-l-

¢) Muestre que la funcién de particién puede escribirse en la forma
Qn =M + Y (4)

siendo
Ax = ef{coshb + (sinh? b + e~ *5)1/2} (5)
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los autovalores de la matriz q.
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N

d) Muestre que en el limite termodindmico, limy_,« =In\,
e) Calcule la magnetizacién media M = M(T, B) y muestre que no hay magnetizaciéon espontanea

cuando B — 07. Ayuda: la magnetizacién media de cada spin es
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Problema 3: Considere el modelo de Ising unidimensional a campo nulo. Un método aproximado
para calcular la funcién de particion candnica consiste en hacer el cambio de variables b; = s;s;11.

Muestre que en el limite de gran niimero de spines, la funcién de particién vale @y = [2 cosh(SJ)]V.

Problema 4: En la aproximacion de campo medio para un sistema de Ising, halle los exponentes
criticos de las siguientes magnitudes termodinamicas:

a) La magnetizacién media a campo nulo, que se comporta como M (T, B = 0) ~ (T, — T)? para
TXT.

b) La magnetizacion media en la temperatura critica, que se comporta como M (T,, B) ~ B'/% para
B — 0.

¢) La susceptibilidad magnética x(T, B = 0), la cual diverge como (T, — 7)™ para T ~ T,.

Problema 5: Considere una red cuadrada bidimensional formada por dos tipos de sitios A y B
con momentos magnéticos p4 y pp respectivamente. El Hamiltoniano es del tipo Ising, pero con

interaccién a primeros y segundos vecinos. Las constantes de acoplamiento son:

J; > 0 entre sitios vecinos de la red A
J; > 0 entre sitios vecinos de la red B

Jo < 0 entre sitios vecinos A y B

a) Escriba el hamiltoniano en términos de s y sP.

b) Calcule el campo magnético efectivo (en la aproximacién de campo medio) que ven los spines de
la red A. Idem para la red B.

c) Halle las ecuaciones para < s >y < sZ >.

d) Muestre que la susceptibilidad magnética a campo nulo obedece la ley de Curie
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Problema 6: Partiendo de la ecuacién de estado de Van der Waals
a

(V=b)(P+ 2

) = RT



a) Deduzca las expresiones que vinculan las magnitudes criticas P,., T, y V. de un mol de gas
con las constantes a y b del mismo.
b) Demuestre que la ecuacién de estado de Van der Waals puede escribirse en forma adimensional
como
3

(P+-)(8V —1) =8T

donde P, V y T representan la presién, volumen y temperatura en unidades de las correspondientes

cantidades criticas.

Problema 7: Considere la ecuaciéon de Van der Waals adimensional del problema anterior
a) Expanda dicha ecuacién alrededor del punto critico en término de las variables p = P — 1,

v=V—1yt=7T — 1y muestre que
p =4t — 6tv — 2113 + 9tv?
b) Muestre que la compresibilidad isotérmica satisface:
kr(t,V =V.) oct™!

c¢) Considere la regién de coexistencia liquido-vapor para T" < T.. Muestre que cerca del punto

critico, el pardmetro de orden es v oc (—t)%/2.

Problema 8: La hipotesis de scaling de Widom supone que la energia libre es una funcion

homogénea generalizada,
F(\t,\’B) = \F(t, B)

donde t es la temperatura reducida t = (T'— T,)/T. y B es el campo magnético.
a) Calcular los exponentes criticos «, 3, v y 0 en funcién de a y b.

b)Verificar que se satisfacen las igualdades

a=2-—[F(1+9) a+28+y=2



