Fisica Tedrica 3

Serie 2: Procesos estocasticos, cadenas de Markov. 2do cuatrimestre de 2005

Problema 1: Calcular la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria N = Zf\il X;, donde
X, son variables aleatorias estadisticamente independientes que toman el valor 1 con probabilidad p

y el valor 0 con probabilidad 1 — p. Dar ejemplos de variables aleatorias distribuidas de esta forma.
Problema 2: Calcular el limite M — oco,p — 0, Mp = X de la distribucién binomial

M n
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Dar ejemplos de variables aleatorias distribuidas de esta forma.
Problema 3: Obtener el valor medio y la dispersion de las distribuciones binomial y de Poisson.

Problema 4: Para ilustrar la tendencia hacia el equilibrio, Ehrenfest propuso el siguiente modelo:
en dos urnas se distribuyen N bolas numeradas de 1 a N. Cada segundo se elije al azar una de ellas
y se la transfiere a la otra urna. El proceso asi definido es una cadena de Markov, cuya matriz de

transicion es
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donde n es el nimero de bolas en una urna. Demostrar que la solucién estacionaria es una binomial.

Problema 5: Una cadena de Markov posee un estado transitorio y uno absorbente. ; Qué forma

tiene la matriz de transicion asociada?

Problema 6: En una urna A se colocan dos bolas blancas, mientras que en una urna B se
colocan cuatro bolas rojas. A cada paso del proceso se selecciona al azar una bola de cada urna y
se intercambian.

a) Encuentre la matriz de transicién, sus autovalores y autovectores.

b) ; Cual es la probabilidad de encontrar dos bolas rojas en la urna A luego de tres pasos? Y
luego de varios pasos?

c¢) Expresar el vector probabilidad P(s) en términos de los autovectores a izquierda y derecha para

este problema.

Problema 7: Cada segundo una bacteria tiene probabilidad 2/3 de reproducirse dividiendose

en dos. Si el nimero de bacterias n es mayor o igual a 4, la falta de alimento produce una gran



mortalidad, sélo logra sobrevivir una bacteria y la poblacién vuelve a n = 1. Analizando el proceso
como una cadena de Markov:

a) Escribir la matriz de transicién

b) Encontrar el estado estacionario

¢) Si inicialmente tenemos 2 bacterias, j, cuél es el estado del sistema 2 segundos después?

d) Si modificamos el problema diciendo que cada segundo las bacterias tienen ademds cierta prob-
abilidad p de morir § cuél es el estado estacionario y qué caracteristicas tiene? (en este caso no es

necesario hacer cuentas)

Problema 8: Las ecuaciones maestras que dependen de variables estocasticas discretas general-
mente son mas faciles de resolver utilizando la denominada funcién generatriz, la cual se define
como:

F(z,t) =) P(n,t)z"

n

donde P(n,t) es la probabilidad regida por la ecuacién maestra en cuestion.

a) Demostrar que

F(,t) = 1
0
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b) La ecuacién maestra
pn = Pn+t1 + Pn-1 — 2pn ; (—OO <n< OO)

representa la denominada caminata aleatoria simétrica. Hallar la ecuacién diferencial que rige
la evolucion de la funcién generatriz correspondiente y resolver dicha ecuacion. Expandiendo en

potencias de z la F'(z,t) hallada, demostrar que
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Problema 9: En una caminata unidimensional al azar, la probabilidad de moverse hacia la
derecha es o y hacia la izquierda es (3. Escribir la ecuaciéon maestra correspondiente y resolverla

utilizando la transformacién
Bin
pa(t) = qn(t)(a) Pexp{—(a+ B —2y/ap)t}
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Encontrar <n>. jA qué situacion fisica corresponde este proceso?

Problema 10: Sea un proceso de Markov continuo en el tiempo cuyo rango consiste de enteros
n y cuya matriz de transicién es tal que sélo permite transiciones entre sitios adyacentes. Si r, es
la probabilidad por unidad de tiempo de que estando en n ocurra una transicién hacia n — 1; y g,
la correspondiente para que ocurra hacia n + 1,

a) Escriba la ecuacién maestra correspondiente.

b) Encuentre una ecuacién para la evolucién temporal de (n) (tenga en cuenta que tanto r, como
gn pueden depender de n).

¢) Resuelva la ecuacién anterior para el caso r, = an y g, = ( y halle la solucién estacionaria.

Discuta el caso g = 0.

Problema 11: Una muestra radioactiva tiene a t = 0 n, nucleos activos. Si la probabilidad de
decaimiento por unidad de tiempo es «,

a) Encontrar la ecuacién maestra asociada.

b) Encontrar la ecuacién de evolucion para la funcién generatriz F'(s,t).

c¢) Encontrar la condicién inicial F'(s,0) y, proponiendo una solucién del tipo F(s,t) = ¢((1—s)e™*),
obtener F(s,t).

d) Calcular <n>y o.



