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PRACTICA 5: SIMETRIAS

1. Calcule los tres niveles de energia mas bajos, junto con sus degeneraciones, para los

siguientes sistemas (suponga que se trata de particulas distinguibles de igual masa):

a) Tres particulas no interactuantes de espin 1/2 en una caja de longitud L.

b) Cuatro particulas no interactuantes de espin 1/2 en una caja de longitud L.

2. Sea 73 el operador de traslacion con vector despazamiento d, D (n, ¢) el operador de
rotacion (i y ¢ son respectivamente el eje y el angulo de rotacion) y II el operador de

paridad. ;Cuales de los siguientes pares de operadores conmutan? ;Por qué?

a) Tay 7q (dy d’ en distintas direcciones).
b (n,¢) y D(n',¢') (n y 0’ en distintas direcciones).
Tq y IL

(n,¢) y IL

c

)
) D
)
d) D

3. Se sabe que un estado cuantico |P) es simultaneamente autoestado de dos operadores
hermiticos A y B que anticonmutan. ;Qué puede decir sobre los correspondientes
autovalores de A y B para este estado? Ilustre el resultado usando el operador paridad

y el operador de momentos (utilice que IT = IT-! = II7).

4. Una particula de espin 1/2 esta ligada a un centro fijo por un potencial esféricamente

simétrico. Considere las funciones espin-angulares
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que son autofunciones de L?, S2, J%, y J, simultaneamente.

a) Escriba la funcion espin-angular y] 1/2m=1/2

y] 1/2,m=1/2

b) Exprese (o - x) en términos de Y.



c)

Muestre que el resultado obtenido en (b) se puede interpretar usando las propie-

dades de transformacion de S - x ante rotaciones e inversion espacial (paridad).

5. Debido a interacciones débiles existentes entre los electrones atémicos y el nicleo, se

6.

puede tomar un potencial que viola paridad de la siguiente forma:

V =X[0*(x)S - p+S-pd*(x)]

donde S y p son los operadores de espin y de momento del electréon respectivamente,

y se supone que el nicleo estd ubicado en el origen de coordenadas. Como resultado,

el estado fundamental de un atomo alcalino, usualmente caracterizado por |n, [, j, m),

en realidad contiene pequenas contribuciones provenientes de otros autoestados en la

siguiente manera:
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Usando solamente consideraciones de simetria, ;jqué puede decir acerca de los (n', I, j', m')

que dan contribuciones no nulas? Suponga que las funciones de onda radiales y los ni-

veles de energia son conocidos. Indique como calcularia los C,y 1. [ Se obtienen més

restricciones acerca de los (n', 0, j',m')?

a)

b)

Sea ¢(z,t) la funcion de onda de una particula sin espin correspondiente a una
onda plana en tres dimensiones. Muestre que ¢*(x, —t) es la funcién de onda de

una onda plana con la direccién del momento invertida .

Sea x(n) el auto-espinor de dos componentes de o -1 con autovalor +1. Utilizando
la forma explicita de x(n) en términos de los 4ngulos polares y azimutales o'y /3
que caracterizan a n, verifique que —io, x*(n) es el auto-espinor con la direccién

de espin invertida.

Asumiendo que el hamiltoniano es invariante ante inversién temporal, pruebe que
la funcién de onda para un sistema no degenerado sin espin, puede ser elegida

real en cada instante de tiempo.

La funcién de onda para un estado de onda plana estd dada en t = 0 por la funcién

compleja ¥/ ; Por qué esto no viola la invariancia de inversién temporal?

8. Sea ¢(p’) = (p’|a) la funcién de onda en representacién de momentos del estado |«).

9.

La funcién de onda en representaciéon de momentos del estado O|a) (donde O es el

operador de inversion temporal), jesta dada por ¢(p’), ¢(—p’), ¢*(p’) 6 por ¢*(—p’)?

Justifique.

a)

. Cuaél es el estado inverso-temporal correspondiente a D(R)|j, m)?
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b) Usando las propiedades de inversién temporal y rotaciones, pruebe que
Drin(B) = (=) D2, L, (R)

—m/,—m

¢) Pruebe que ©|j, m) = i*™|j, —m).

10. Suponga que una particula sin espin esté ligada a un centro fijo por un potencial V' (x),

11.

tan asimétrico que ningin nivel de energia es degenerado. Usando invariancia ante

inversion temporal, pruebe que
(L) =0

para cualquier autoestado de energia. Si la funcién de onda de uno de estos autoestado

no degenerados se expande en la forma
> Fin(r)Y™ (0, 9)
l m

iqué tipo de restricciones de fase se obtienen para Fy,,(r)?

El hamiltoniano de un sistema de espin 1 esta dado por
H = AS? + B(S? — Sj)

Resuelva exactamente este problema para encontrar los autoestados normalizados de
energia y sus autovalores (un hamiltoniano dependiente del espin de este tipo aparece
en el estudio de cristales). ;Es este hamiltoniano invariante ante inversiéon temporal?
.,Como se transforman ante inversiéon temporal los autoestados normalizados obteni-
dos?



