FisicA TEORICA 2

PRIMER CUATRIMESTRE 2006

PRACTICA 1: ESTADOS CUANTICOS, OPERADORES Y ESPECTROS.

a) (Por qué se dice que el espacio vectorial de estados necesario para describir los
estados de espin de un atomo de plata que atraviesa un dispositivo tipo Stern

Gerlach es de dimensiéon dos?
b) ;Por qué se trata de un espacio vectorial?
¢) (A qué responde el caracter complejo del mismo?
Usando la ortonormalidad de los estados |[+) y |—=) (i.e. (+|=) = (=|+) =0y (+]+) =

(—|—) = 1), verifique la accién de los operadores S,, S, y S, sobre dichos estados,
donde

So = DI+
S, = DT+ )
S = SR — )

y pruebe que
[S;,8;] = ieijuhSk  {S;, S;} = (h?/2)8;

En un espacio vectorial complejo de dimensién 2 considere los operadores o,, 0, y 0.,
que en la base ortonormal {|+),|—)} con

se representan mediante las matrices

01 0 —1 1 0
O‘$ —= o'y —= . O'Z =
10 i 0 0 —1
Estas tres matrices se conocen como matrices de Pauls.

a) ¢Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovalores y autovectores en esta base.



b) Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(or) = —1
Tr(ox) = 0
aiz =1
ojor = €0 + Lo

donde I representa a la matriz identidad, k = 1,2,3 (= z,y, 2), €;jx es la densidad
tensorial de Levi-Civita y d;; es la delta de Kronecker.

¢) ;Cudl es la relacion de las matrices de Pauli con los operadores S; del ejercicio

anterior?

a) Considere dos kets |«) y |3). Suponga que (d|a), (a"|a), ...y (d|B), (d"|B),...
son todos conocidos, donde |a'), |a”),... forman un conjunto completo de kets
base. Encuentre la representacion matricial del operador |«) (3| en esta base.

b) Considere ahora un sistema de espin 1/2 y sean |a) y |3) iguales a |s, = h/2)
y |sz = h/2) respectivamente. Escriba explicitamente la matriz cuadrada que

corresponde a |a) (/| en la base usual (s, diagonal).

Suponga que |i) y |j) son autoestados de algiin operador hermitico A. ;Bajo qué

condiciones se puede concluir que |i) + |7) también es autoestado de A? Justifique.

Considere un espacio de kets generado por los autoestados {|a’)} de un operador her-

mitico A. No hay degeneracion.

a) Pruebe que

H(A —a')

a/

es el operador nulo.

b) ;Cual es el significado del operador
"
H (A—a )?
a//#a/ (a, - a”)
c¢) Tlustre los dos puntos anteriores usando A = S, de un sistema de espin 1/2.
El hamiltoniano de un sistema de dos niveles es
H = a ([1)(1] = [2)2 + |1){2] + [2)(1])

donde a es un niimero con dimensiones de energia. Encuentre los autovalores de energia

y los correspondientes autoestados como una combinacion lineal de |1) y |2).
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10.

11.

Construya |S - 1; +) tal que
NP ho -
S-n|S-n;+) _i\S-n;+>

donde 1 forma un angulo  con el eje z y su proyeccioén sobre el plano zy forma un
angulo « con el eje z. Exprese su respuesta como una combinacién lineal de |[+) y |—).
Nota: la respuesta es

cos(3/2)|+) + sin(3/2)e™|—).
En lugar de verificar que esta respuesta satisface la ecuacion de autovalores de arriba,

considere al problema como un problema de autovalores.

Un sistema de espin 1/2 esta en un autoestado de S - fi con autovalor //2, donde fi es

un vector unitario en el plano xz que forma un angulo ~ con el eje positivo z.

a) Suponga que se mide S,. ;Cuél es la probabilidad de obtener //2?

b) Evalie la dispersion de S, es decir ((S, — <S$))2> Verifique el resultado para los
casos v =0, m/2 y .

Un haz de atomos de espin 1/2 es sometido a una serie de mediciones del tipo Stern-
Gerlach en la siguiente manera:

a) La primera medicién acepta atomos con s, = f/2 y rechaza dtomos con s, =
—h/2.
b) La segunda medicion acepta atomos con s, = h/2 y rechaza con s, = —h/2,

donde s, es el autovalor del operador S - i con n en el plano zz y formando un
angulo 3 con el eje z.

¢) Una tercera medicion acepta s, = —h/2 y rechaza s, = h/2.

;Cuél es la intensidad del haz final s, = —h/2 si el haz s, = h/2 que pasa la primer
medicion esta normalizado a uno? ;Cémo se debe orientar el segundo aparato de medi-

ci6n para maximizar la intensidad del haz final s, = —h/2?

Un cierto observable en mecénica cuantica tiene una representacién matricial de 3 x 3

como sigue

1

V2

o = O
(S o S S
o = o

a) Encuentre los autovectores normalizados de este observable y los correspondientes

autovalores. ;Hay degeneraciéon?



12.

13.

14.

15.

b)

De un ejemplo fisico donde todo esto sea relevante.

Sean Ay B dos observables. Suponga que los autokets simultaneos de Ay B {|a’,V')},

forman un conjunto ortonormal completo de kets base. ;Se puede siempre concluir que

[A, B] = 07 Si su respuesta es si, pruébela; si es no, de un contraejemplo.

Dos operadores hermiticos anticonmutan, es decir {A, B} = AB+ BA = 0. ;Es posible

tener un autoket comin de A y B? Pruebe o ilustre su conclusién.

Dos observables A; y As, que no involucran explicitamente el tiempo, no conmutan

([A1, As] # 0), pero se sabe que ambos conmutan con el hamiltoniano ([A;, H] =

[Ay, H] = 0). Pruebe que los autoestados de energia son, en general, degenerados.

., Hay excepciones? Como un ejemplo, puede pensar en el problema de fuerzas centrales

H =

a)

p?/2m +V(r),con Ay — L,y Ay — L,.

La manera mas facil de derivar la desigualdad de Schwarz es la siguiente. Primero

observe que

({af +A7(B]) - (o) + AlB)) = 0
para cualquier nimero complejo A. Luego elija A de tal forma que la desigualdad
anterior se reduzca a la desigualdad de Schwarz, (a|a) (5]3) > | (a|3) |2.

Para dos observables A y B y un estado cualquiera, pruebe la relacion de incerteza
generalizada

(A42) ((ABY?) > (1A, B)F
donde AA = A — (A).

Muestre que el signo igual en la relaciéon de incerteza generalizada se obtiene

cuando el estado en cuestion satisface
AAla) = MAB|a)

donde A es un imaginario puro.

Verifique que la funcién de onda de un paquete gaussiano, dada por

(']} = (2nd?) " exp [ e ]

satisface la relacion de incerteza minima

V(B2 /(Ap)?) = g




16.

17.

18.

19.

20.

Muestre también que la condicién

(@'|Az|ar) = c (2| Ap|e)
donde ¢ es un niimero imaginario, efectivamente se cumple para dicho paquete en
acuerdo con (b).

a) Calcule
((AS,)?) = (S2) — (S.)?

donde el valor de expectacion es para el estado |S,;+). Usando su resultado,

verifique la relaciéon de incerteza generalizada,
1
(AAP)(ABP) = 7 1([4, BYF
con A— S,y B—S5,.
b) Verifique la relacion de incerteza con A — S,, B — S, para el estado |S,; +).

Encuentre la combinacion lineal de |[+) y |—) que maximiza el producto

(05.)%) (88,)%).

Verifique explicitamente que para la combinacién lineal que encontro, la relaciéon de

incerteza para S, y S, no se viola.

Algunos libros definen que un operador es real cuando todos sus elementos de matriz
(V'|AJb") son reales en alguna representacion ({|b')} en este caso). {Es este concepto
independiente de la representacion, es decir, los elementos de matriz permanecen reales
ain cuando se use otra base? Verifique su respuesta usando operadores familiares como

Sy y S, 62y Dy

Construya la matriz de transformacion que conecta la base donde S, es diagonal con

la base en que S, es diagonal. Muestre que su resultado es consistente con la relacion

U =3 6]

a) Suponga que f(A) es una funcién de un operador hermitico A con la propiedad

general

Ald’) = d'|d’). Evalae ("|f(A)|b') suponiendo que se conoce la matriz de trans-
formacion entre la base a’ y la base ¥'.

b) Usando el analogo continuo del resultado obtenido en (a), evalie
(p"|F(r)|p")

Simplifique su expresion tanto como le sea posible. Note que 7 = /22 + y2 + 22,
donde z,y, z son operadores.



21. a) Seaxy p,lacoordenaday el momento lineal en una dimension. Evalue el corchete
de Poisson clasico

{z, F(p2)}clasico

b) Sean ahora z y p, los correspondientes operadores cuanticos. Evalie el conmutador

e, exp("22%)

y compare con (a) cuando F'(p,) = exp(ip,a/h).
¢) Usando el resultado de (b), pruebe que
exp(%)|x'> con z|z') = 2'|x’)

es un autoestado del operador z. ;Cudl es el correspondiente autovalor?

22. a) Verifique que las igualdades

oG L OF

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutacién fundamentales, para

[z:, G(p)] = ih

cualquier par de funciones F'y G que puedan ser expresadas en serie de potencias

de su argumento.

b) Evalte [2?, p?]. Compare su resultado con el corchete de Poisson clasico {2, p*} .]5sico-

23. El operador de traslaciéon para un desplazamiento espacial finito estd dado por

T() = exp (_“;_L’ ' 1)

donde p es el operador impulso.

a) Evalue [z;, T(1)].
b) Usando (a) (o de alguna otra forma), demuestre como el valor de expectacion (x)

cambia frente a traslaciones.

24. a) Pruebe lo siguiente
0

(p'|z]ay = iha—p, (p'|e)

/g ok . a /
(Blsla) = [ dush)ing vnle)
donde ¥, (p') = (P'|a) y ¥s(p’) = (p'|3) son las funciones de onda en el espacio de

momentos.

b) ;Cual es el significado fisico de exp(iz=/h), donde z es el operador posicién y =

es algin nimero con dimensiones de momento? Justifique su respuesta.



