COMPLEMENTOS DE MATEMATICA 3 (F) - Primer cuatrimesire de 2003
- Autovalores y autovectores - Diagonalizacién

Ejercicio 1. Calcular el polinomio caracterfstico, los antovalores v los antovectores de la matriz A en cada
uno de los siguicntes casos:
{Analizar por scparado los casos K =Ry K =0)
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Ejercicio 2. Para cada una de las matrices A del ejercicio anterior, sea U una base de K™ ysea f: K — K7
la tranformacién lincal tal que ||y = A. Decidir si cs posible encontrar una base 8 de K™ tal que | f|p sca
diagonal. En caso aftrmativo, caleular C{U, B).

. E_Jgrcacm 3. 8en A, Cy D e K" tales que A = C - D . C™'. Probar que, para todo n € NN,
Ar=C.p*. o7t

/E_}ercxcm 4. Sca f: R? — IR? la transformacién lincal definida por:
.

flo oy 2y = (—x —2y+ 6z, 4y, —x — 3y +42)

¥ i) Encontrar una base B de R? tal que |f| sea diagonal.

' -1 -2 6\"

\ i} Caleular ¢ 0 4 0O para todo i € IN.

-1 -3 4
-1 -2 6
- iii} Hallar, si cs posible, una matriz Pe B33 talque P2=( 0 4 0
-1 -3 4

Ejercicio 5. Sca f : K" — K" un proycctor con dim(Im(f})=s. Probar quc f cs diagonalizable (ver
Fjercicio 17 de la practica 3). Calcular A7

( Ejercicm 6:) Sea A= (g 2) € K**?, Determinar todoslosa , by ¢ € K paralos que A es diagonalizable.
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@_]Téi'cici(; 7) Hallar todos los valores de & € IR tales que la siguiente matriz sea diagonalizable:

k1 k+k2 k2

19 k41 0 k
A=1o 1 k 1
0 0 0 k+1
(Ejercicio E Se define la sucesién {ay, }new, dela siguiente manera;
\--*w._ Lt ‘7-. V )
Gp=4,0, =9
Gpte = Ot — Gy ¥ u €Ny
\ iy Sea A= {0 1). Verificar que, pars cada € MNg, A4 - ( tn ) = (G”“ \‘
\ -6 b5 ’ ’ Gn+1 Gn+2 }

\ ii) Probar que, para todo n € IN, A™- (i) = ( n )

=/ \“n'rl

\ iii) IEncontrar una matriz inversible P tal que P- A - P! sca diagonal.

Y

A iv) Hallar la férmula general para el término a,, , V n € INy.

- .
Ejercicio 9) Encontrar una formula general para el término a,, {n € Wy} de la sucesién {a, }nemw, definida

por
Gpry +ap

7 VnE]NO \

Qpyp =

¢n los siguicntes casos:

) _ 1
1) (I-Q—].,(Irl—‘é

ii) (73] 1"0, a1 = 3

{_ Ejercicio 10/\ Resulver el sisterna de evuaciones en diferencias (es decit, encontrar una formula general para
los términos T, ® ¥, cn funcién dc zp € y):

Yni1 = 2%y, + 3t

{In.+l = ﬁfn + 2yn

(Elercxcm i1
> i) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
J' ' {t} = 6z(t) + 2y(t}
Lo’ (t) = 2a(t) + 3y(t)
con condiciones iniciales {0} = 3, y(0) = —1.

it) Probar que {f € C(R) : f' = f} =< ¥, 7% >.

f—
Sugerencia: Llamar g = f/ y considerar el sistema de ecuaciones { r :?

0,

@9_1:2) Sea 6 : C°(R} — C*(IR) la transformaci6n lineal derivacién. Mostrar que para todo A € IR,

la funcion f{x} = e s un sutovector de § asociado al autovalor A, {Observar gue entonves § tiene infinitos

autovalores. )

@rcicio 13.55ea A € K",
/
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i) Probar que A y A' tienen los mismos autovalores. Dar un ejemplo en el que los autovectores sean
distintos.

ii) Probar que si A s inversible, entonces 0 no eg autovalor de A; y si x os un autovector de A, entonces x
es un autovector de A~!.

@J’ercicioﬁ%é.} Dadas las matrices 4 € €2%2 y los polinomios P € CLX], calcular P(A) para:

\ ) A:(i ?) WP=X-1,B)P=X2-1, ¢ P=(X-1)

Y s ,
Vi) A= U g) VP =X% X2 1 4

-
Q?fjercicio 15>Utilizando cl Teorema de Hamilton-Cayley:

\ i) Caleular AT — 44% — A2 194 _ 8I; para A = (f _-31)

1

Al

i) Caleular A9 para A= |
0

Lol =2 e
[ R v B ]

3

\ s 4 -1\" .
iii} Calcular 1 9 ¥n e IN
_ 1 3 _ .
~ iv) Dada A = 1 g4 ) expresar a A7 como combinacion lineal de A v de I,

Ejercicio 16. Sca V un K -espacio vectorial de dimensién finita ysca f:V -> V una transformacién lincal.
Probar gue f es un isomorfismo s ¥ 86lo si el término constante de X¢ es no nulo. En dicho ¢aso, hallar 1a
cxpresion general de £~ como polinomio cn f.

('Ejercicio 17. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f: V = V una transformacion lineal.
Sean Sy T subespacios de V tales que dim(8) = s , dim(T) = ¢ YS&@T=V.8i 9y Tson J-invariantes,
probar que existe una base B de IV Y matrices A; € K77 y A, € K% tales que

A0
= (5 0)

Probar que, en este caso, A = X4, Xa,.

Ejercicio 18,
A i} Sea f: R? - R? la transformacion lineal definida por f(z, y) = (x+ 3y, 3z — 2y). Hallar todos los
subcspacios de IR? que scan S-invariantes.

i) Sca f3: R? — |2 la rotacién de dngulo &

ol = cos —senf
Helg = senf!  cosd

Probar que, para todo 0 # kn (ke @), fonocs diagonalizable. Hallar todos los subcspacios de R2
que sean fp-invariantes.

i) Sea e My gg:C2 =2 1y transformacién C-lineal cuya matriz en la base candénica es

ol — (cos& —senG)

send cosé

4Es gg diagonalizable? Hallar todos los subespacios de €2 que sean gg-invariantes.
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Ejercicio 19. Sea f : R® — IR5 la transformacién lineal definida por:
f(xi,mzs@‘s,l‘b-’lfs) = (552,1’3@4,-%"5,0)
i) Hallar, para cada 0 < i < 5, un subespacio S; de IR® con dim(S;) = ¢ que sea f-invariante.

it) Probar gue no existen subespacios propios f-invariantes Sy T de R tales que R* =S T.

Fjercicio 20. Sea A € IR**? tal que X4 = (z —a)(z — z)(z — 2),conac Ry z€ €—R. Seags: C - &
la transformacién lineal g4{x) = A- z.
i) Probar que existe v, antovector de ga de autovalor o, con todas sus coordenadas reales.

i) Sea w = vg vy, con va, vy € R3, un autovector de g4 asociado al antovalor z. Prebar que W = 1y — 403
cs un autovector de g4 de autovalor Z.

iit) Se considera fa : IR - 1R® la Lransforma(:iéq fineal falx) — A . Probar que < vs. ve > C IR® &5 un
)’ch; wo  Fa-inartanie de dimension 2.
) Sea. B=fwtW] . Venfor gue B o vm bose a5 R [ halfsr [IDAJU

Ejervcio 24. Sea Az (—} 0 g)e Ry sa & RS [y TL. definidy
-4 .3 .z

pr :(;(x) =Ax %/Iw $u be.:f:c.‘a: f}of}gj 'Sy T e ]Rj Jg-fnmﬁm{'erlélw_gw wﬂ_:ik’






