COMPLEMENTOS DE MATEMATICA 3 (F) - Primer cuatrimestre de 2003

Préctica 2| - Eapacios vectoriales

A lo jargo de csta practica, K simbolizard ¢l conjunto de los ntimceros reales o cl conjunto de los nimeros
complejos, indistintamente.

U
Ll;}iercm Probar cn cada case que ¢l conjunto V, con la suma y ¢l producto por cscalarcs definidos, cs

e ——
un espacio vectorial sobre K:

i) V=KV = [(a;)ie;v = (a1,02y.00,Gp,..)/a; ¢ K¥i ¢ N}, el conjunto de todas las succsiones deo
elementos de K.
+:(aiien + (bidiew = (@i 4 bi)iemw
stk (0g)ien = (B - 0g)ien
it) Dado X un conjunto, sea V=K¥ = {f: X — K lal que f es una funcion},
+:(f+g)z)=flz) b gz} VzeX
ik )=k - f(x) VeeX

z\f}jercicio 2.) Caracterizar geoméiricamente todos los subespacios de IR?.

Ejercicio 3. Decidir cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V como K-espacio vectorial:
i) 81 ={weR¥v=0a.(1,0,0)+b(1,1,1);0,bcR}, V=IR* K=R
ii) Sg={aifacR}, V=C, K=R 6 K=C
iii) 53 ={f €K[X]/f =06 g/ 22}, V=KX]
iv) Sy = {/ € K[X|/f =06 grf <5}, V= KI[X]
v) 85 = {M € K¥4/ Mt = M}, V =K
vi) 8¢ = {M € K33 /tr(M} = 0}, V = K33
vii) S7 =C*(R), V=RE K=R
viil) $g = {f € C¥(R)/ /(1) = (2)}, V=R®, K =R
ix) Dados ay b € R fijos, Se = {f €eC®°(R)/ f' +af' +bf =0}, V=R® K=R
x) Sw={fCCM)/ [, flx)dz =0}, V=RE K=R
i) S11 &= {(0:)ieny € KN/3k € N tal que ¢, =0 Vr >k}, V=KN

@rcicio 4.78ea A e K"™ ygea S = {x € K™ : Az = 0} cl conjunto de soluciones del sistema lincal
homogénieo ciya matriz asociada es A. Probar que § es un subespacio de K.

—

o o T
@rciciu 5)833.11 S y T subespacios de un K-espacio vectorial V:
N 1) “Probar que SN T es un subespacio de V.
« ii)} Encontrar 8y 1’ subespacios de V = IR? tales que S U Y no sea subespacio.

(+} iii} Probar que SUT es un subespaciode V = SCT ST CS.

Ejercicio 6. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes espacios vectoriales sobre K:
s 1) K™
S if) KX} = {f € K[X}/ f =06 gr(f) < n}



\ iii) K[X]
iv) Knxn
v) C*, K=R
Vi) SI:{(_:L',:U,Z) [ ]R3/:t:+y-—zx0; :c—;u=0} ,K=R
vii) S = {AeR**/4=-4"}  K=R
viti) Sy = {f € Ry[X]/ F(1) =0y £(2) = f®)} , K= R
x) Sy={feC=R)/f"=0} . K=R

Ejercicio T)8ea § = < (1,-1,2,1),(3,1,0,-1),(1,1,-1, -1} > C R*
A i) Determinar si (2,1,3,5) € S
3 ii) Determinar si § C {z € R*/z; — 23 — 23 = 0}
\ iii) Determinar si {r € RY/xy ~ 2y — 23 =0} C S

Ejercicio 8. Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, vg, v3 € V.
Probar que si vy + 3va — vz = 0 = 2v; — vg — vy enfonces < v , V2, Uy >=< U3 >.
Ejercicio 9.)Dccidir cudles de las siguicntes bfirmacioncs son verdaderas y cudles falsas:
g
N i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V. Entonces < v, w >=< v, w+ 5v >

S ii) Seanm vy, vy, va, vy, w € RT tales que < vy, ve, w >=< vy, Vg, w > . Entonces < vy, vy >=<
vy, Vg >

‘\ iit) Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, v2, v3, w € V.
<U1,U2, U3, W>=I V1, V2, Vs > WECY;, Uz, U3 >

(*) BEjercicio 10. Probar que {f € C*(IR)/ f" + f =0} =< senz, cosT >.
{Sugerencla: Probar que si f” + f = 0, cntonces M—;ﬁ?’ﬂ os una funcidén constante cn ¢l intervalo
—%:3))
Ejercicio 11. Decidir si las siguientes sucesiones de vectores son linealmente independientes sobre K:
C1) (1,2,3),(2,3,1), (1,L,4), 5,,len R®  K=TR
i) (1—-44,2-1+)enCparaK=M yK = C
SE) (1— X)), (1—- X)%,1— X, 1 en K[X]
iv) flz) =seng, g(x)=cosren R, K=1R
v) flz)=¢",g(z) =z, h{z) =e“en RE K=
vi) uw=1(1,0,1,0,1,..}, v = (0,1,0,1,0,...), w = (1,1,0,1,1,0,...) en K™

Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial. Probar:

B {on, v, v S Vson LoLo= {o,. .05, 0,00 € Vison Lk
i) AeK, A£G

{v1,.-,%,...,v,} CVsonl i < {n,..., v,...,vn} C Vsonl i
iiiy Ae K

{1, 0, 04t} S Vson L 1 = {ug, ..+ Ay, 0y, C Vison L L

Notar que i), i) v iii) justifica el “método de triangulacién” para analizar la dependencia o independencia
lneal de wvectores en K™.




Ejercicio 13.Hallar todos los k € IR para los cuales cada uno de los siguicntes subconjuntos de R3 es un
_ conjuitto linealmente independiente:

i) {(152: k), (1, 1: l), (0: 11 1- ]")}
i) {{k, 1,0}, (3,-1,2), (k,2,-2)}

Ejercicio 14. Hallar una base y la dimensién de los siguicntes K-cspacios vectoriales
i) < (1,4,-2,1), (1,-3,-1,2), (3,-8,-2,7) >, K=R
A i) f(z1, 22,73, 74) ERY /1y + 22+ 23424, =0} ,K=R
i) €, K=RyK=¢
v) {feRIX]/f=06gr(f)<3y f2)=f-1)} , K=R
v) {feR{X]/f=006gr(f) <3 y fesun miltiplo de (2> -2)} , K =R
vi) {{an)new € KN /a; = a; Vi, 5}

Ejercicio 15.

. \ 1) Probar que ol conjunto {{1,0,0}, (0,7,0), (1, 1,4)} cs base de €° como C-cspacio voctorial pero no como
\ R-espacio vectorial. Calcular la dimensién de €® como R-espacio vectorial.

ii) Probar que el conjunto {e;,...,en} es una base de €* eomo C-espacio vectorial pero no como R-espacio
vectorial.
iii) Probar que {e1,...,en.4€1,...,9e, } es una base de €7 como R-espacio vectorial. (Cudl es la dimension

dc € como R-cspacio vectortal?

.’——.\.\\ — . . . . .
Ejcreicio 165 Completar los siguicntes conjuntos lincalmente independientes a una basc del K-cspacio
vectori indicado:

iy {(1,1,1,1),(®,2,1, 1)}, V=R* K=R
i) {X¥-2X+1,X34+3X}, V=MR{X] ,K =R

\m){(i i} , ((1} ;) , ((1’ f)},\fzczxz,K_IRyK_@

@m Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores:
Y 8=<(1,1,2),(1,3,5),(1,1,4), (5,1, 1) >C R® K=
. i) S=<X%24+2X 41, X2 4+3X+1, X+2>CRX,K=R

Vina_/sf1 1 0 0 i I ox2 1 _
i s=({7 1) {1 1) loo) log))Ect® K=RyK=¢

@]‘;rm Hallar la dimension del IR-espacio vectorial S para cada k € IR en los siguientes casos:
NS =<k, (<1,5T), (0,1,6) > C R

N . 1 % E o1 0 0) 2x:
A n)Sz(( 1 2) , (0 2k) ' (1 0)>C]R23

N i) 8 = {r € R*/A -z = 0} siendo A € R**?

+
B
-

( Ejercicio @Determinar todos los k € IR para los cuales '

3



< {=2,1,6),(3,0,~8) > = < (L, k, 2k), (~1,—1,k% — 2), (1,1, k) >.

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes casos caracterizar los subespacios SNT'y S+T de V. Determinar
si la suma es directa:

\ V=R, S={(z,1,2)/3-z-2. y+z=0} v T={{zyz2)/ztz=0}

\ i) V=R?, S={{z,1.2)/3 0 -2 y+2=0,z-y=0} y T=<(1,1,0),(57,3) >
di) V=T, §= < (1,1,3),(1,3,5), (6,12,24) > v T =< (1,1,0),(3,2,1) >

()iv) V=R[X], S={f e RX]/AL) =0} y T=<1,X, X2, X3+2X2— X, X5 >

(x} v) V=R[X].S={f e R[X]/f(0) =0} y T={feR[X]/f{0)=f"(0)=0}

Ejercicio 21.) Determinar todos los k € IR, para los cuales SNT =< (0,1,1) >, siendo
S={zeRao+a3—03=0} v T=<(1,k2),(-1,2,k) >

Ejercicio 22.

i) Scan § = {f e R®/ f(0) =0} y T = {f € R¥/ f cs constantc}. Probar que S y T son subcspacios
de R® y que ST = RR,

i) Scan S = {f e R®/f(z) = f(-x)Vz € R} y T = {f € R®/f(—x) = —f(z) V= € R} (los
elementos de S se Haman funciones pares y los de T, funciones impares). Probar que S y T son
subespacios de RF y S @ T = RF.

iii) Scan § = {A e K" /A = A"}y y T = {A € K" /A = —A4'} (los clementos de S se llaman
matrices siméiricas y los de T', matrices antisimétricas). Probar que Sy T son subespacios de K"*" y
S@T =K*n,

yPara cada § dado hallar T C V tal que S @ T = V (en este caso, T se dice un suplemento de
S con respecto a V)

\ ) S=<(1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7) >, V = R?
Nii) §= {AcR¥™/ tr(4) =0}, V = R4
N\ i) S= <314 X2 >,V = Ra[X]

3

Jjercicio 24) Dccidir si las siguicntes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:
A i) 8, T subespacios de R3,dimS =dimT=2= v #0talquevesSnNT
A i) S, T, W subespacios de RS, dim S =dim T =dim W =2 = dim (SN TN W) >1

|

(+) Ejercicio 25. Sca V un K-cspacio voctorial de dimensién n y sca T un hiperplano de V (es deeir, un
subespacic de dimensién n — 1);

i) Probar queVv ¢ T, T@& <v>= V.

if) Si S es un subespacio de V tal que 8 € T, probar que S + T = V.
Calcular dim (S N T).

iti) Si S y T son dos hiperplanos distintos, deducir dim (S N T).

Ejercicio 26,) Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes casos:
i) V=K*; v=(21,..,2,) ¥ B = E la base canénica
\ i) V=R*; v=(1,2,-1) y B={(1,2,~1), (0, 1.1),(0.0,2}}

4



\ lli) V:H{:} : 'UZ(].,—].,Z) y B = {(1v21—*1)1 (23 113)|(1:3! "3)}
\ v) V=R"; v=(z,,22,05) y B= {{1,2,-1),{2,1,3),(1,3,-3}}
\ V) V=Ry[X]; v=2X2 X yB={3, 11X, X>+5, X*+X?}

N v mex? . (e ag 71 3 1 4\ /0 2 1 1Y)
vi) V=T "’_(ag1 m)yﬂ”{(o —1)’(3 2)’(1 —1)’(2 5)!

Ejercicio 27. En cada uno dc los siguicntes casos, caleular C(B, B'), hallar las coordenadas de v respecto
de B y utilizando la matriz de cambio de bage, las coordenadas de v respecto de B':

) V=R?, B={(1,1),(1,2)}, B = {(-L,3),(2,5)}, v=(2,3)

i) V=R®, B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} , B' = {{-1,1,1),(2,0,1),(1,~1,3)} ,
w=(-1,5,6)

i) V=Ro[X], B={3,14+X,X%}, B ={1,X+3, X +X},v=X

) V=IR!, p= {vr,v2,v3,v4} , B' = {wg, 01, 91,72}, v =20 + 305 — bz + Ty

v) V=R, B = {EY E? E* E®} (la matriz £ es la matriz que tiene un 1 en el lugar ij v 0 en
todos los demés lugares),

;_ 1 3 1 4 0 2 1 l _ a1 a1z
B_{(o *1)’(3 2)(1 q)’(z 5 }’”‘ aai Gz

Ejercicio 28. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sean B, B’ y B” bases de V. Probar que
C(B,B") = C(B', B"}-C(B, B'). Deducir que G(B, B') es una matriz inversible con C(B,B') "' = C(B', B).

Ejercicio 29. Sean B — {v;,...,un} vy B’ — {wn,...,w,} dos bases de K®. Sea M la matriz cuyas
colmnnas son vi,...,v, ¥ sea N la matriz cuyas columpas son ws,. .., w, (ordenadamente). Probar que
C{B,BY=N"'M.

&





