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Prefacio

Estas notas de lectura son basicamente una transcripcién ligeramente ampliada
del curso Temas de Dindmica de Fluidos, dictado por el Dr. Pablo Dmitruk
durante el segundo cuatrimestre de 2013 en la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

Es una materia dictada por el Dpto. de Fisica optativa para varias carreras, y
para el doctorado en Fisica donde adopta el nombre “Métodos numéricos para
ecuaciones en derivadas parciales”. Segun se puede leer en la descripcion de la
misma:

En esta materia se ven los principales métodos (diferencias finitas,
elementos finitos, volimenes finitos y pseudoespectrales) para la reso-
lucion numérica de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Se
describe la implementacion prdctica de los métodos a distintos tipos de
ecuaciones diferenciales en diferentes dreas de la fisica con aplicacio-
nes. Se incluyen, mediante ejemplos, nociones de programacion para la
implementacion de los métodos. La materia es optativa para la Lic. en
Cs. Fisicas, para la Lic. en Cs. de la Atmdsfera y en Oceanografia, y
para el doctorado en Fisica (Facultad de Cs. Eractas y Naturales). En
Fisica el puntaje mdximo otorgado es 5 ptos.

La razén mas poderosa que justifica y explica la génesis de estas notas es I/ TEX.
No hay suficientes palabras para agradecerle a Donald Knuth el haber hecho que
sus obsesiones estilisticas cristalizaran en TEX. También por supuesto a Leslie
Lamport, y a la larga lista de personas que hicieron realidad este entorno de
composicion.

La funcién de estas notas, en cuanto a contenido y pertinencia como material de
estudio y aprendizaje de la materia, puedo juzgarla como de complementaria. Al
ser meras notas de curso, sufren de rispideces e inconexidades que solamente son
pulidas y ligadas, respectivamente, cuando el material es sometido al paulatino
proceso de correcciéon y ampliacién. Dicho proceso necesita la ayuda de otros
docentes, alumnos, especialistas e interesados. Ese proceso no ha tenido lugar
con este material.



Entonces, en pocas palabras, digamos que es un material complementario a la
cursada de la materia citada y que no reemplaza, ni busca hacerlo, al proceso de
transmisicién docente-alumno que estd implicado en la asistencia a una clase.

No quiero dejar pasar la ocasién para agradecer a mis companeros de cursa-
da, el colombiano y Fede, con quienes discuti problemas computacionales de la
materia en el bar del Pabellon I y a Alejandro Sztrajman, docente con un pro-
fundo amor por la programacion y un contagioso entusiasmo por este tipo de
emprendimientos. Finalmente, destacar que Laya Marconi tuvo, antes que yo, la
iniciativa de pasar las notas de esta materia cuando se dicté en 2011, jhabiendo
aprendido I¥TEXese mismo ano! Esa iniciativa, ademés de valerosa, muestra que
el trabajo sistematico es garantia para la epopeya.

Seguramente sobreviven en el texto errores; tipograficos y de mi entendimiento
limitado de los temas. Exonero al Dr. Dmitruk de los mismos con estas lineas
pero invito a los lectores a que los descubran y me contacten para corregirlos.

E.F. Lavia
Buenos Aires, Febrero de 2014.

Sobre la edicion revisada

Me consta que la primera edicién de esta obra recibid, al menos, dos pasajes
del formato electrénico al papel lo cual representa mucho méas de lo que hubiera
imaginado al comenzar su redaccién. Esta actual revisién se debe al prolijo es-
crutinio que realizara Adridn R. Lopez, con quien estoy desde este momento en
deuda.

Buenos Aires, Septiembre de 2014.

Correcciones menores

Mientras utilizaba parte del material abarcado por estas notas encontré algunos
typos y errores que corrijo pese a que seguramente sobreviven en el texto otros.

Buenos Aires, Septiembre de 2017.



Capitulo 1

Definiciones preliminares

8§ 1. Discretizacion

Desde cierto punto de vista la descripcién de la realidad que hace la fisica
conlleva a dos tipos de modelos,

e De particulas; descripcién discreta. Su evolucién en el tiempo suele conducir
a ecuaciones diferenciales ordinarias.

e De medios continuo; descripcién continua. Su evolucién temporal suele llevar
a una ecuacion en derivadas parciales.

No obstante ello, la solucién numérica de los problemas del continuo implica
también discretizar de manera que siempre trabajamos en el mundo discreto.

Algunas ecuaciones en derivadas parciales (PDE’s de aquf en més!) son la de
continuidad,

% =V.pv
la ecuacion de ondas
824 L%
o =" o2
o la ecuacién de Schrodinger,
[—h2v2 + V(a:)} S in2
2m ot

1Esta abreviatura viene de las siglas en inglés; partial differential equations.



2 1. DEFINICIONES PRELIMINARES §1

En todos estos casos la funcién es al menos de dos variables p(z,t),v¥(z,t). La
idea de este curso es entonces la resoluciéon numérica de este tipo de ecuaciones.
El problema general que estaremos interesados en resolver en este curso es algo

como
0 _ (00 0%
Ox’ 92277 )"

= = (1.1)

y empezaremos descomponiendo (discretizando) el miembro derecho, el espacio,
y luego el izquierdo, la parte temporal.



Capitulo 2

Diferencias finitas

§ 2. Derivadas discretas

Nos ocuparemos inicialmente del método de las diferencias finitas. Para ello
supongamos una funcién

f=f) 0<x<L

y comenzaremos discretizando el espacio. Resolveremos (1.1) con ¢ = f para
cierto conjunto {z;} en el cual se dividi6 el espacio. Pese a que la funcién f(z)
es continua trabajaremos con los valores en los puntos z;, que son los puntos de
grilla o mallal. Consideremos una grilla equiespaciada (ver Figura 2.1), llamada
grilla uniforme, a través de

xr; = jAx ji=0,1,...N

flzy) =1 Az} = f;

La resolucién de (1.1) comienza escribiendo las derivadas de f en forma dis-
creta, como diferencias de valores de la funcién f.

La aproximacién més sencilla es que la derivada sea la pendiente de la recta
tangente, que es lo que se hace en andlisis matematico pero sin tomar el limite
de Az — 0. Asf tendremos

<2£>J = fj%;fj [forward scheme]

1En inglés grid.
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Fla)
e T

Ti Tig1 T

Figura 2.1 Grilla equiespaciada.

af\ _ fi—fim
<8x>j =R [backward scheme]

Por supuesto, si Az no es constante se tiene Az = ;41 —x; 0 Ax = x; — ;1
en cada caso, respectivamente. Un tercer esquema es el centrado

ofr\ _ fimn—Ffia
<33:> = 5Ax [centered scheme]

Estos esquemas surgen de considerar las aproximaciones de Taylor de f en
Tjt1 = Tj + Az,

of 92

1, 5 (0f 1, 4 (Of

y la correspondiente en x;_1 = z; — Az

6 92

1 0 f o f
- g <8x3) +IA <a 3)j+... (2.2)

Luego, desde (2.1) ya se puede intuir cémo sale el asunto, en efecto despejando
en esa ecuacion directamente

f@j01) = flzy) _ (9Of 1 *f >Pf
S o) () s, (%0) 4 Lan(ZS) o



§2 Derivadas discretas 5

y quedandonos hasta orden uno

of\ _ flwjy) — flzy) 1 O*f
(ax)j—j Ar ‘zm(axz>j

y se ve que el error va como Az si suponemos que

0% f

la derivada segunda estd acotada. Decimos que el error de truncamiento es de
orden Azx.
Para el otro esquema, utilizando (2.2), se tiene equivalentemente

ofrN _ flxy) = flzj—r) | 1 *f
(m);m Tghe (axz>

mientras que para el esquema centrado

<5f> _ S@i) = flzjm) 1, s (5%”)

oz Ax 3! ox3

es notorio que el error de truncamiento es menor (resulté de O (Az?)) en general
salvo alguna particularidad de 92 f. Se ve esto graficamente en la Figura 2.2 por
la situacién de la pendiente.

A

Adelantado
Atrasado
Centrado
——————— Exacta

Ax

—

Ti—1 T Tit1 xz

Figura 2.2 Los esquemas bésicos para la derivada.

Puede utilizarse la misma inteligencia para hallar la derivada segunda. Hacien-
do la suma de las ecuaciones (2.1) y (2.2) resulta

2 4
fiv1+ fim1 =2f; + Ax? (g J;) +EA (g {:)j+...
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es decir,

*f St i =2f 2, o AN
Ox2 p Ax? 41 oz p o

una aproximacion de orden O (AQTQ) centrada.

No se pueden obtener derivadas de orden mas alto a partir de este esquema
con dos vecinos y una recta.

Sumando y restando expresiones de Taylor para f de x;;; y de x;_1 podemos
hallar las expresiones méds sencillas (que utilizan hasta tres puntos). Para una
aproximacién de orden mayor o derivada de orden superior necesito mas puntos
de grilla a considerar.

Tomo més vecinos y los relaciono con una ley no lineal (cuadratica, por ejem-
plo). Veamos una manera de generalizar este procedimiento.

§ 3. Aproximacion general para la derivada

Todo este proceso puede hacerse de manera mas sisteméatica. Podemos plantear,
si queremos una derivada centrada, que la derivada enésima (0" f/0z™) sea una
combinacién lineal del tipo

an
Afjro+Bfjs1 +Cfj + Dfj1 + Efjo = Az™ 675 : (3.1)
i

donde las incégnitas son los coeficientes A, B,C, D, E.

Si tomamos cinco puntos para la expansién, como en (3.1), tomaremos en
los diferentes polinomios de Taylor fi los cinco primeros términos (que llegan
hasta orden cuatro) y los retendremos en el miembro izquierdo. Los subsiguientes
términos seran los correspondientes al error, el cual ird en principio como Az® y
se pasard al miembro derecho quedando expresado globalmente como O (Ax5).

Entonces podemos escribir

onf
oxm

Afjro+ Bfjs1 +Cfj + Dfj1 + Efjo = Az™ +0(A?)

J

donde insistimos en que el miembro izquierdo tiene derivadas de f de a lo su-
mo orden cuatro. Las derivadas de orden subsiguiente estan, como dijimos, en
el término O (Aw5). Si ahora consideramos cada uno de los polinomios f; y
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agrupamos extrayendo como factor comin las derivadas resulta

(A—i—B—i—C—i—D—i—E)fj+(2A+B—D—2E)Ax%

B D o2 f
2A+ 2 4 2 pop)Arr &L Z =2 s
( Tttt >z81‘2j 3576 6 3 913

2A B D 2E L O
+<3+24+24+3>Max4

+

3
+<4A B D 4E)Ax38f

J
3{ +O(Az®)

J

= Az"

J
Para fijar ideas supongamos que queremos calcular la derivada segunda, entonces
n = 2y despreciando el término O (Ax5) resulta

(A—i—B—l—C’—l—D—i—E)fj+(2A+B—D—2E)Ax% +
J
B D 9% f 4A B D A4E o3 f
oA+ 2 v 2 hop 1) a2 LY i) N A
( Tttt >x8x2j+<3 6 6 3)I8x3j

24 B D 2F 4
+<+++>Ax4af =0

3 24 24 3 Ozt

J
pero como tienen que ser nulos cada uno de los paréntesis por separado ello es
equivalente al siguiente sistema matricial

1 1 1 1 1 A 0
2 1 0o -1 -2 B 0
2 /2 0 1/2 2 cl=11 (3.2)
4/3 1/6 0 -1/6 —-4/3 D 0
2/3 1/24 0 1/24 2/3 E 0
cuya solucion es
A:_i, B:é, C:_E’, D:é, E:_i.
12 3 2 3 12

Si volvemos al término que agrupaba las derivadas subsiguientes y escribimos
explicitamente las derivadas de orden cinco con sus coeficientes resulta

2 B D 25 0°f
5 5

+ O (Am6)
J

y dada la solucion recién calculada para los coeficientes podemos verificar que
la misma hace nulo el paréntesis de modo que en realidad los términos que
constituyen el error van como Az,
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Entonces

1 4 5 4
_Efj+2 + gfjJrl - =fi+ 3

2 O°f
2 Ox?

1
fi-1— ﬁfjfg =Ax + O(Az®)

J

y hemos obtenido una expresién para la derivada segunda con error de orden
O (Ax4), es decir:

O*f —fiq2 +16f541 —30f; +16f;_1 — fj—2 4
oz, 12A22 +0(Azh).

Evidentemente la eleccion de n afecta la posicién del 1 en el vector de constan-
tes de la derecha del sistema (3.2) y también el orden de precisién. Para cinco
puntos, como hemos tomado, podremos en principio tener férmulas de deriva-
da primera con error como Az*, derivada segunda con error Az3 y finalmente
derivada cuarta con error Az. Todo ello puede modificarse y aumentar el orden
de precision si se diera el caso, como sucede en este ejemplo, de que dentro del
término de error se anule el orden siguiente.

Asimismo, si lo que se quiere es una derivada no centrada tendremos que partir
de otra combinacién lineal diferente; una que tenga en cuenta los puntos hacia
una u otra direccién de x;.

§ 3.1. Generalizacion de la férmula para derivadas

Una forma de generalizar la obtencion de un esquema de diferencias finitas
para la derivada de orden m es a través de

ﬁmf Jj+p
S| Z Vi fi (3.3)
I i=j—q

donde necesito p + ¢ > m que es la cantidad de puntos a utilizar? y donde los
coeficientes ~y; surgen de resolver el sistema

+

itr . 0
Z ﬁ’yi(xi—xj) =cy con ¢, =
i=j—q

sin#m

1 sin=m

Haciendo este proceso y si el paso de discretizacién es constante, es decir si se
cumple que
x; — x5 = Ax

2Entonces p y ¢ son valores constantes que dicen cudntos puntos vamos a utilizar a izquierda
y a derecha, respectivamente. Si p = ¢ el esquema es, evidentemente, centrado.
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para todo par de puntos 4, j consecutivos obtenemos una expresiéon para la deri-
vada de
O (Axp-&-q—m—l-l) ,

o bien de
O (Axp—i-q—m+2)

si el esquema es centrado.

EJEMPLO 2.1. Ejemplos de derivadas
Veamos algin ejemplo de la férmula general (3.3) param =1, ¢g=1y p = 0. Eso lleva a

9
(8%) =-1fi-r 5l

J
donde los coeficientes se extraen usando los valores de ¢y,

n=20 0=7-1+7
n=1 1=—-Axy;1

que tiene solucién
1 1
ros Vi = N
Az 7T AL’
lo cual conduce a nuestra expresién para la derivada primera bajo el esquema que llamamos

backwar (atrasado)
(g) i hint o (aa)
j z .

Yi—-1=—

ox A

Este esquema atrasado tiene aplicacién directa en el caso de contornos con nodos en una pared
(si j = N es el dltimo nodo, en la pared, calculamos la derivada alli utilizando el valor fxn y

In-1)
Ahora calcularemos una aproximacién para la derivada con dos puntos hacia atrds (¢ = 2,p =
0)

of
(87) =vj-2fj—2 +vi-1fi-1+f;
T/

n=0 O0=7vj2+7-1+
n=1 1= —-2Azvy;_>— Axy;_1

2
n=2 1=2A22%y;_o — ATZ'yjfl

luego
1 _ 2 3
’Yj—z—m ’Yj—l——ﬂ ’Yj—m7
de manera que finalmente
(ﬂ) _ fj—2—4fj-1+3f;
oz /; o 2Ax '

§ 3.2. Calculo de derivadas con polinomios

Otra forma de obtener aproximaciones en diferencias finitas, debida a Forn-
berg, estd basada en el uso de polinomios interpoladores que pasen por tantos
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puntos f(zj) como sea el orden que se requiere. Es decir que para dos puntos,
polinomio de orden uno, utilizaremos una recta, para tres puntos una parabola
y asi sucesivamente.

La aproximacion es considerar que la derivada de la funcién f sera la derivada
de ese polinomio P(x). Para conseguir un polinomio que pase por los puntos
en cuestion se suele utilizar el interpolador de Lagrange. Sea por ejemplo el
polinomio de orden dos, P»(x) que pasa por xp con k =j —1,75,j + 1, es decir

firi(@—z; 1) (x —x)
(@1 — zj-1) (@1 — x5)
file —wjo)(@ —xjp1) | fima(e —25)(@ —2541)
(¥ — i)z —2541)  (Tj-1 — ) (@j—1 — 2541)

donde se puede ver facilmente por sustituciéon que verifica

Py(z;) = f;  Palwj-1) =fi1  Pazj1) = firr

Aproximamos entonces
Y o (22
Or j P or j

Pg(l') = —+

y es
0P\ fi1lz n fi(—Ax) N fiAz N fi—1(—Ax)
ox ; T 2Az2 —Ax? —Ax? 2Ax2

0P\ _ fit1i—fima 2
(8x)j_ 20z O (ax’)

de modo que resulté ser la diferencia centrada de orden dos. Parece ser un método
mas directo de obtener las derivadas antes de utilizar la expresion general y
resolver el sistema de ecuaciones.

Si hacemos la derivada dos veces, usando los puntos j — 2,5 — 1, j resulta

82P2 . f]’_g — 2fj—1 —+ fj
Ox2 J o Ax? '

Las tablas que se muestran a continuacién muestran los coeficientes que acom-
panan a las derivadas primera y segunda, centradas y no centradas.

8 4. Analisis espectral

La idea es desarrollar en Fourier la funcién f(z) y ver cudnto difiere su derivada
de la aproximacién, segin el modo Fourier. Supongo

flz) = Aeth=2™/L ez
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Cuadro 2.1 Coeficientes para derivadas centradas

Derivadas Coeficientes

Az d.f; j—3 j—-2 j—1 j j+1 j+2 j+3
O (Ax? 172 00 1)2

O (Azt /12 -2/3 0 2/3 -1/12

O (Az%) -1/60 3/20 -3/4 0 3/4 -3/20 1/60

Cuadro 2.2 Coeficientes para derivadas no centradas

Derivadas Coeficientes

Az 0y f; J j+x1 j+2 543
O (Ax) F1 +1

O(Ax2) F 3/2 +2 F1/2
O(Az¥) F11/6 +3 F3/2 £1/3

luego

of(x) . 2w
e —zkff(x). (4.1)

Sea ahora que usamos diferencias finitas para evaluar la derivada de f y com-
parar con (4.1) que es exacto. La derivada discreta en el esquema centrado era

of\ _ fixi—fima
<636>j == Zij (4.2)

entonces

Bf A eikwj+127r/L —A eikwj,127r/L
<3x>j 2Ax

pero si el espaciado de la grilla es uniforme puedo escribir

af A eikijTr/L( eik:AmQTr/L _ e—ikAz27r/L)
<8x>j B 2Ax

af\ _ Ai e*2i2/L(sen(kAx2n /L)]
Ox ) ; N Az

de modo que finalmente

of\ _ .sen(kAx2w/L) .
oz /) ; - Az 7
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Cuadro 2.3 Coeficientes para derivadas segundas centradas

Derivadas Coeficientes

Az202f;, -3 j—2 j-—1 J J+1 j+2 j+3
O (Az?) 1 -2 1

O (Azt -1/12 4/3  -5/2 4/3  -1/12

O(Az%)  -1/90 -3/20 3/2 -49/18 3/2 -3/20 1/90

Cuadro 2.4 Coeficientes para derivadas segundas no centradas

Derivadas Coeficientes

Ax?9%f; j j+1 j+2 j=+3
O(Az) 1 -2 1

O(Az?) 2 -5 4 -1

y entonces vemos que esta expresion difiere de (4.1) pero coinciden en el limite
Az — 0, pues sen(fzx)/z — [ con z — 0.
Podemos decir entonces que

of 27 ) 21
(835)1‘ = zkffj =iwrf; con wp= kf

es exacto, mientras que

ofrN .. , _ sen(kAz27/L)
<8x)j =idw,f; con wy = R o

es la aproximacién. Estas funciones w(k) son las relaciones de dispersién de la
derivada con respecto al indice del modo k.

En la Figura 4.3 se comparan las dispersiones de la derivada exacta y de la
aproximacién centrada (4.2). A los efectos del cdlculo de los graficos mostrados
se consider¢ la discretizacién

0<z<L z; = jAx
donde si tomamos Az = 0,1 y L = 100 el nimero N de modos Fourier verificara
NAz =1L j=0,1,...,.N

y por ende el gréfico de w(k) ird hasta N/2 = 500.
La relacion de dispersién del método de diferencias finitas, para el esquema
centrado, es parecida a la relaciéon exacta sélo para k chicos. El problema entonces
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0 F w, —
Wi

20

10 |

0 100 200 300 400 500
k

Figura 4.3 Relaciones de dispersién para la derivada exacta (wy) y aproximada
(wy,) seglin un esquema centrado.

es querer ajustar una funcién que oscila de manera demencial con un método
basado en pocos puntos.
Si aproximamos el seno

o or 1 2r\? or\°
sen (kAxL) ~ kAxf — 3 <k;Aa:L> + O ((kAxL> >

2m
L

wy, ~ k

{1 — %(kﬁAl‘Qﬂ'/L)Q +0 ((kAﬂUQW/L)4)]

Wy, ~ Wi [1 - %(kALEQTF/L)z +0 ((kAIEQﬂ/L)4):|
luego el error en wj, va como
(kAx27/L)?.

Una manera de mejorar diferencias finitas es aproximar mejor a wy con un
compact FDM (8. Lele, Compact Finite Difference Schemes With Spectral-like
Resolution, J C Phys 103, 16-42, 1992).

§ 5. Consistencia de los métodos
Supongamos una PDE, como ser la ecuacién de difusién

of _ &f
ot ox2’
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donde el miembro derecho, la parte espacial, se hace de la manera vista por
diferencias finitas y el miembro izquierdo también se discretiza® utilizando un
indice temporal n. Es decir que hacemos

D*f i =287
922 centered A2

of b))

5 forward A

estando la discretizacién definida por
x; = jAx 7j=0,1,...N
t, = nAt n=0,1,...M
flajtn) = [}

Luego reemplazamos las discretizaciones de las derivadas por las derivadas
continuas en la ecuacién de difusién de manera que

n+1 m n n n
fj+ _ij:V Mt i —2f;
At Ax?

es una nueva ecuacién para la cual f es solucién (es la ecuacién “aproximada”,
para distinguirla de la ecuacién original). Sea ahora F' solucién exacta de la
ecuacion diferencial de manera que se cumple

oF 0*F
— =v—.
ot Ox?
No necesariamente esta F' verifica la ecuacién aproximada, la diferencia es el

llamado error de discretizacién (o truncamiento). Si denominamos a ese error
D(F) serd

Pz tarr) = Flj,tn)  F@jent) + F(@j_1,ta) = 2F (2, tn)
At Ax?

y puedo hacer aproximaciones de Taylor dentro de esta expresién

D(F) =

1
D(F) = x [F(xj,tn) + AtOF] + (1/2)ALPOFF] + .. — F(xj,tn)]
v n n
A2 [F(xj,tn) + A0, F]' + (1/2)A:1728§Fj + ...
+F(xj,tn) — Ax0, F}' + (1/2)A:c283F;L — . = 2F(zj,t,)]

3En el capitulo siguiente veremos de manera detallada la discretizacién temporal. La intro-
ducimos aqui de manera algo forzada y sucinta para motivar el concepto de consistencia de un
método.
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y luego de trabajar un poco, cancelando y simplificando, arribar a
D(F) = [0,F} + (1/2)At0F F]' + O (A#?)] + [-vOiF}' 4+ O (Az?)]
y dado que F es solucién de la ecuacién exacta se tiene
D(F) = (1/2)Atd; F} + O (At?) + O (Az®) = O (At) + O (Az?) .
Entonces es claro que se verifica

At — 0

D(F)—0 si{
Azr — 0,
lo que significa que el error de discretizacién tiende a cero cuando At y Ax
tienden a cero de manera independiente. En este caso se dice que el esquema es
consistente.
Por supuesto, lo que se quiere es que

f]n = f(xj,tn) = F(zj,tn),

que la solucién f de la ecuacién aproximada tienda a la soluciéon F' de la ecuacién
exacta para los puntos de grilla. Esto significa que el esquema es convergente.

Si el método es consistente y estable se da que es convergente. La sola consis-
tencia del método no basta para garantizar la convergencia. Esto es el teorema
de Lax, que puede escribirse brevemente como

Consistente + Estable = Convergente

El aspecto de estabilidad de los métodos sera abordado también en el préximo
capitulo.
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Capitulo 3

Esquemas temporales

§ 6. Métodos no iterativos

El tiempo en general siempre avanza y en la practica mas que derivar tenemos
que integrar!, es decir hacer una cuadratura. Supongamos q = q(t) y

dgq

= f(q,t 6.1
5 = a1 (6.1)
donde ¢(0) evoluciona por integracién hacia ¢(t). Esta es una ecuacién diferencial
ordinaria (ODE). Asimismo una PDE, luego de discretizada la parte espacial nos
queda un sistema de ODE’s para cada valor espacial. Veamos un par de ejemplos.

EJEMPLO 3.1. Oscilador arménico
El oscilador arménico se puede plantear
dv dx
m— = —kx v=—,
dt dt
donde debemos notar que no estamos utilizando la ecuacién de segundo orden para x sino el
par de ecuaciones de primer orden; de esta manera estamos en la forma (6.1). Si

q=(z,v)
puedo definir el sistema

dq

2

at 9

siendo

= (L D)

Otra forma es utilizar un formalismo complejo,

v k
g=r—1i—, w=+4/—
w m

HMntegramos porque en general se puede despejar dgq/dt y la ecuacién pasa a ser una ODE.

17
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donde la ecuacién a resolver es d
q

dt
Ambos tratamientos son casos particulares de (6.1).

= wq

EJEMPLO 3.2. Ecuacién de difusién
Otro ejemplo podria ser la ecuacién de difusién,

op  9%¢
Ak
ot Ox?
con ¢ = ¢(z,t). Se puede pensar como
q= ¢(z,1)
8%q
t)=v—>
flat) =vy

Si tratamos a las derivadas como formas discretas
¢i = ¢(zit) =qi  x;=iAx i=0,1,..,N
a={¢i}={a} i=0,1,.,N
vemos que el q dard origen a una matriz donde habréd relaciones entre los diversos g;. Si
consideramos una expansién en funciones base {1, } tendremos un sistema para los coeficientes
de la expansion. Pero eso, eso es otra historia que llegard oportunamente.
Volviendo al problema general (6.1) discretizaremos el tiempo
t—nAt n=0,1,...N

de forma que integrando (6.1) serd

f(q(t), t)dt

(n+1)At (n+1)At
q =
(n—m)At [

n—m)At

siendo m un ndimero fijo. El siguente esquema muestra los limites en la recta
real.

m

A

|-
Lt

n—m n n+1

Utilizaremos la nomenclatura
qnAt)=q" "' =q((n+1)At)
"= flg™,nAt) "= f(g", (n+1)At)

Ahora aproximaremos el miembro derecho de (6.1) con una sumatoria de va-
lores ponderados. El intervalo de integracién es

(n+1)At — (n — m)At = (1 + m)At
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segun se ilustra en la figura

(14m) At

il
-

-
g 1

n—m n n+1

de manera que la versién discreta de la integral (6.1) serd
anrl _ qnfm

[ S — n+1 n n—1 n—I 9
(1—|—m)At Bf F+ anf"+an_1f + it an_if (6. )

donde el pardmetro [ dice cuantos puntos se tomaran y puede ser igual o diferente
que m.

El problema esté determinado por los coeficientes 3, ay,, ..., Qtpy—j.

El coeficiente 3 estd asociado a f™*!. Como f"*! depende de ¢"t!, que es la
incognita a despejar en funcién de los ¢”, para calcularla serd necesario poder
extraerla desde f**! y pasarla al miembro izquierdo. En problemas lineales suele
ser facil. Cuando 5 # 0 se dice que el método es implicito porque hay que invertir
el miembro derecho para poder despejar ¢"*1.

La ecuacién en diferencias (6.2) se usa para aplicarle la solucién exacta del
problema y plantear una aproximacion de Taylor

1 At? mAt)?
EEN; [q”'“*q"g e (q—Q’mA“q”% *"’] -
At?
5 |:f + f/At + fHT + :| + anf—i—

At?
py1 |:f _ flAt + f//T —+ :| + ...+ (o7 [] + €

donde hemos introducido todos los términos de orden superior de las diferentes
expansiones en el término general €.

Agrupando ahora términos segin potencias de At pasamos todo del lado iz-
quierdo y resulta

dl—B—ap—...—an_)+

1/1—m?
q At [ (m) — B4 1+ 20— + 303 + ... + lanl]

2\ 14+m
At2 1 (14 m3
e N _
ta 2 {S(I—Fm) B+] =

Entonces deseariamos que

e—0 si At—0
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y vemos que el primer miembro no lo cumple. Para ser consistente necesitamos
ademas que
1-f—ap—...—a,_;1 =0
es decir que
B+oan+oan_1+...+a,_ =1 (6.3)
Esta condicién (6.3) nos asegura un método de O (At); si ademds el término
en ¢" At es nulo el método serd de orden O (At?).
Eligiendo los «;, 8 puedo hacer que ¢ = O (At”Q). Si el método es explicito

(B = 0) en general puedo ajustar el error como ¢ = O (At"*!), no obstante
subsiste el m que puede servir para anular algtin término.

§6.1. Algunos métodos usuales
Tomando m = 0 y [ = 0 resulta
qn+1 _ qn
A ond”

y segin la condicién (6.3) se requiere «,, = 1 para que el método sea de O (At).
Es el método de Euler adelantado

n+l _ n At
q At q :f'n, €:q1/77 O(At)

Tomando m = 0y [ > 0 definimos los métodos de Adams-Bashforth, explicitos
(8=0).Seal=1
=anf"+ O‘n—lfnil

y tendremos
l=a, +ap_1

con

e = q”At[an,1 + 1/2] + O (Atz)

y puedo tomar «,, = —1/2 y entonces resulta «,,_; = 3/2 de modo que tenemos
un método de orden O (Atz)

o o(as).

El cuadro 3.1 resume los diferentes coeficientes para los métodos de Adams-
Bashforth.

La desventaja es el uso de memoria porque hay que guardar valores anteriores,
pero en compensacion evalia pocas veces f respecto de otros métodos.
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Cuadro 3.1 Coeficientes para Adams-Bashforth

1 o, Op_1  Qu 2 Qnp_3 €

1 3/2  -1/2 O (At?)
2 23/12  -4/3  5/12 O (At3)
3 55/24 -59/24 39/24 -9/24

Tomando m =1 y | = 0 arribamos al método leapfrog (salto de rana)

qn+1 _ qnfl
2At

:anfn

cuya idea pictérica aparece a continuacion

: : : . ; -
qn—l q'n qn+1 qn+2 qn+3

y explica el porqué de su nombre. El método resulta de O (AtQ) porque el m
forzado a 1 anula el término de At. Estos métodos son problemaéticos para solu-
ciones oscilatorias.

Tomemos ahora 8 #0, m=0yl=0

qn—i-l _ qn

— n+1 n
=B s

y la ecuacién de consistencia
ﬁ +ay, = 1

y esto da origen a dos métodos.
Si 8 =1,a, =0 tenemos O (At) y es el método de Euler atrasado

qn+1 _ qn _ fn+1
At '

Si en cambio es 8 = 1/2,a;, = 1/2 serd O (At?) y es el llamado método
trapezoidal
qn+1 _ qn

1 n n
A VT

Tomando f # 0,m = 0 y I > 0 estamos en presencia de los métodos de
Adams-Moulton. El cuadro 3.2 muestra los coeficientes respectivos.
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Cuadro 3.2 Coeficientes para Adams-Moulton

1 B Qp Op—1 Qp_2 €
1 5/12 8/12 -1/12 O (At3)
2 9/21 19/24 -5/24 1/24 O (At*)

§ 7. Meétodos iterativos

Un método iterativo se consigue cuando en un esquema implicito calculamos
el valor f**+! utilizando el ¢"*! dado por un método explicito.
Supongamos el atrasado

g o+
At
donde
=@ (n+1)At)
F7E = F@ (n o+ 1)A)
y donde ¢" T lo extraigo de un método explicito. Este paso previo es el llamado

paso predictor, porque ¢"T* es en realidad una prediccién. Podriamos extraerlo

del esquema explicito de Euler (adelantado),

n—+1x* n

q _

—4q
At
con

f" = f(q", (n)At)

y luego realizar un paso corrector
¢ =q" + ALf(g"T, (n + 1)AY)

y esto me lleva a un método de O (At) que se llama Euler atrasado o Matsuno.
Podemos hacer esto mismo para el método trapezoidal,

qn+1 _ qn _ fn+1 + fn
At 2

y los pasos serian, el predictor
qn-i-l* — qn —I—Atfn

y el corrector

" =g +5 T
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esto resulta en un método de orden O(t?) que es el método de Heun.
Una alternativa al método de Matsuno es hacer un semipaso At/2

n * n At n
q +1/2 =q —|—7f(q 7nAt)

y el corrector
n n At n *
0 =g S (4 1)/200)

de modo que resulta el método de Runge-Kutta de orden O(t?). Si f es lineal
ambos métodos coinciden.

Un Runge-Kutta de orden cuatro (un método que estd implementado en los
solvers de muchos paquetes numéricos) hace una aproximacién

At
¢ =q"+ ?(Kl +2Ks + 2K3 + Ky),

en donde
Kl = f(qn, ’I’LAt)

At
K2 = f(qn + K17, (n + 1/2)At)

Ky = [(g" + Kool (n 4 1/2))
Ki = f(q" + K3At, (n+ 1)At)

Estos métodos también se llaman métodos multipaso & predictor-corrector.

8§ 8. Error por pasos
En resumen hemos visto que el problema general se puede escribir como

dg

(O =fa®.)  t=nAt  n=01,..

y mencionamos que del error de discretizacién (o truncamiento) generalmente
expresabamos su orden, es decir

D=¢=0(AtY) con o > 1

y tambien se dijo que si
D—0 con At—0

entonces el método era consistente.
También tenemos un error entre pasos asociado a la evolucién

q" — q"",
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y ese error seré, COomo comprobaremos inmediatamente,
a+1
O(At*™),

es decir, de un orden mayor que el del método.
Asi, por ejemplo, para RK2 tendremos un error por paso O (At3). Para un
transcurso de t = 0 a t = T finito (como se ve en la ilustracién siguiente)

T pasos

A

|-

O At T t
el orden del error global Eg para N pasos?, donde
T
N=—
At’

puesto que At lo consideramos constante, serd entonces el orden del error por
paso multiplicado por el niimero de pasos, es decir

Eq =0 (A) N = O (At?)

de manera que este error global tiene justamente el orden del método. Es mas,
el orden del método es el orden del error global (Eg = D).

8§ 9. Estabilidad de los métodos

Ahora estaremos interesados en comparar la solucién numérica dada por el
método con la exacta. Consideraremos el error de discretizacion

D =1¢" —q(nAt)] — 0 con n— oo

donde g™ es la solucién numérica y ¢(nAt) la exacta, y su convergencia, es decir
que se verifique el limite.
Un criterio de estabilidad es pedir que

n

lg" —q(nAt)] <M con n— oo

es decir que el error se halle acotado a partir de cierto momento. Pero esto es
dificil porque en general no es conocida la solucién exacta. Podemos, no obstante,
ver que la solucién se halla acotada cuando tenemos alguna constraint en el
sistema fisico que se esta representando. La energia en un fluido podria ser tal
ejemplo.

2E] error global es el error acumulado en una evolucién dada.
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Von Neumann tiene, cuando no, un criterio para ver la estabilidad asociado a
examinar el comportamiento de un modo genérico de Fourier. Defino para ello
un factor de amplificacion

anrl
A=—r\ recC
q
de modo que haciendo recurrencia se tiene
anrl _ )\qn S — )\n+1qO7

y esto vale para una ecuacién lineal (X es el mismo para todos los pasos).
Si se cumple que
Al<1 (9.1)

la solucién se mantiene estable. En el caso de un sistema lineal la condicién (9.1)
es condicién suficiente para la estabilidad.

Por otro lado, atn con |A] > 1 la solucién puede ser util porque de alguna
manera conozco cuanto se aparta de la solucién exacta. El factor A depende
del método, del At y de los pardmetros de la ecuaciéon que estamos intentando
resolver.

Para ecuaciones no lineales lo que puede hacerse es considerar f(q,t) x g,
es decir linealizar f y evaluar la estabilidad lineal. Si la ecuacién linealizada
no es estable tampoco lo serd la ecuacién original, no obstante si resultara ser
estable eso no nos garantiza la estabilidad de la versién no lineal. En suma, la
linealizacién sirve para descartar algunos casos.

EJEMPLO 3.3. Ecuacién advectiva lineal

La ecuacién advectiva
ou ou
p— 0,

ot " Vow
con v constante es el caso lineal de la ecuacién advectiva no lineal (donde v = u), la cual surge
en fluidos al aproximar u en torno a un valor ug = v.
El examen de estabilidad de esta ecuacién para un método particular puede arrojar luz sobre
el comportamiento de la versién no lineal.

§9.1. Analisis de estabilidad para el oscilador armodnico

Consideraremos ahora la ecuacién del oscilador arménico en el formalismo
complejo ya introducido. Escrita de esa manera es un caso de f(q,t) x ¢, es
decir de problema lineal.

La ecuacion a resolver es p

q

— =1iw
ar e

donde ¢ = z — iv/w y la frecuencia es w = \/k/m.
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La solucién exacta, sabemos, es

que para el tiempo discreto es
a(nidt) = g(0)en
y para el instante de tiempo n + 1 siguiente es
a((n -+ 1DAL) = g(0)e™ DAY = g(p)etn At

o bien
q((n +1)At) = g(nAt)e™,

luego se ve claramente que
>\e — eiwAt
que es el factor de amplificacién A de la solucién exacta. Este factor es un nimero
complejo en general siendo en este caso de médulo |\.| = 1 y fase 6. = wAt.
Supongamos hacer lo mismo pero para los métodos numéricos. Consideremos
primeramente el método de Euler (adelantado)

¢"Tt =g+ Atf(q",nAt)
que para este caso resulta
" =" +iwAtg" = ¢ (1 + iwAt)

y entonces
A=1+iwAt

de manera que
Al = V1 + (wAt)?

Vemos que A — A, con At — 0 pero si At no es cero el médulo siempre es
mayor a la unidad; el método es incondicionalmente inestable. Decimos que es
incondicionalmente inestable porque no existe condicién sobre los parametros de
la discretizacién que permita establecer una region de estabilidad.

La inestabilidad estd cuantificada por el producto wAt. Luego, el método de
Euler no es aconsejable para soluciones oscilatorias y peor ain cuando las fre-
cuencias son altas.

La fase 6 estd asociada a
Z(A
tan 0 = ——,

)
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que para nuestro ejemplo significa
0 = atan (wAt),
y donde vemos que con At — 0, se da § — 0.. La fase nos informa sobre las

oscilaciones de la solucién en torno al valor hacia el cual converge la misma.
Apliquemos a la misma ecuacién el método trapezoidal

At
= (@ )

At At
n+1 s — 4N .
q (1 iw 5 ) q (1 + w > >

entonces
5= 1+ Z‘w%
1—iwst’
desde donde inmediatamente vemos
2 At2
Al = 1+ wQAth _1
1+w?S-

de forma que este si es un buen método para una ecuacién con soluciones oscila-
torias. Es independiente de At y de w. Es un método incondicionalmente estable,
y ademas no introduce amortiguamiento en la solucién numérica. Sin embargo,

tiene error de fase
p ; wAL
— ata _—
. 1 —w2At2/4

y se ve que con At — 0 es 6 — 0.
Supongamos ahora el esquema atrasado (implicito)

qn+1 — qn _|_ AtfnJrl
que para nuestra ecuacion es

qn+1 _ qn +ioJAtqn+l

entonces
- 1 1+ iwAt
1 —dwAt 14+ w2Ae2
y su médulo es
|)\|_\/1+w2At2_ 1

1+w2A2 1+ 2A2
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mientras la fase da
0 = wAt.

Como se cumple |A|] < 1 el método es incondicionalmente estable, pero in-
troduce una amortiguacién dada por (1 4+ w?At?)~1/2. Con altas frecuencias la
solucién estd demasiado amortiguada.

El amortiguamiento no es necesariamente perjudicial puesto que bajo ciertas
circunstancias puede ser necesario filtrar oscilaciones esptureas y se consideran
amortiguaciones de manera explicita para ciertas frecuencias de modo que la
solucién no oscile.

Supongamos ahora el esquema de Matsuno, los pasos predictor y corrector
seran, respectivamente,

qn—i-l* _ qn + iwAtq"

"t = ¢" + Atiw(¢" +iwAtg™) = ¢"(1 + iwAt[1 + iwAt])

luego
A = (1 +iwAt[l + iwAt])

y el médulo cuadrado
IN? = (1 — w?A?)? + WAL =1 — WAL + WAt

En la Figura 9.1 vemos un grafico de |[A|? en funcién de wAt. Podemos inferir
desde su comportamiento el de |A|, que serd

si wAt=1 — | =1

s wAt>1 — A > 1
si wAt<1l — A <1

Luego, el método es condicionalmente estable si se verifica
wAt <1 obien At<1/w.

En este caso existe una condicién para la estabilidad en funcién de los parame-
tros de la ecuacién y de su discretizacién (At y w); hablamos por ello de estabi-
lidad condicional.

Supongamos el método Runge-Kutta de orden 2, que era un Matsuno con un

medio paso.

At

q(n+1/2)* — qn +iw7qn

At At
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A1

wAt

Figura 9.1 Comportamiento del |A\|* para el método Matsuno en la ecuacién del
oscilador arménico. Evidentemente |A| < 1 en la misma regién en la cual |A|* < 1.

de modo que resulta
W2 At?
2

A= (1+iwAt — ),

2742\ 2
|/\|2<1w2 ) +w?At? =1+ At

donde es facil ver que esté cantidad serd mayor a la unidad siempre. Es incondi-
cionalmente inestable. Sin embargo el crecimiento es con At* y si el At es chico
este crecimiento es realmente lento.

Supongamos finalmente el método Leap-frog

¢t — ¢ = 2Atiwg" (9.2)

En este método tropezamos con el problema de que se requiere para n = 0 el
¢~ ' que no puede venir del mismo método. Necesito una condicién inicial fisica
o computacional. Puedo arrancar a partir de n = 1 utilizando ¢° calculado por
otro método.

Supongamos el caso especial de que w = 0, entonces g = cte debiera ser solu-
cién. Pero si resolvemos numéricamente y proponemos ¢° # ¢! serfan

q2_qO:0
q3_ql:0
q4_q2:q4_q2:0

y siguiendo puede verse que

= ¢° con n par
q- con n impar
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De esta forma, aun para el caso trivial de frecuencia nula obtenemos oscilaciones
espureas. Es esperable entonces que para una solucién oscilatoria tengamos otras
oscilaciones provenientes de la inestabilidad del método.

Veamos ahora qué sucede cuando tenemos una frecuencia w # 0. Dado que
definfamos el factor de amplificacién A a través de

n+1
P —
q
eso implica que
qn — )\qnfl

y correspondientemente podemos transformar (9.2) en
A2g" L — " = X2Atiwg" T = 0,
ecuacién que requiere, para verificarse,
A — X2Atiw —1 =10
y esto viene a significar que tiene las dos raices siguientes

N = A =i +V1-Q2
A =i — V1 - Q2

donde Q = wAt. Cuando At — 0 vemos que uno de los autovalores tiende a
1 mientras que el otro tiende a -1. Eso hara oscilar la solucién entre valores.
Estudiemos ahora la estabilidad. Evidentemente si

Q<1
la solucién es estable, mientras que si

| >1
serd inestable. Esto nos lleva a la siguiente condicién de estabilidad,

wAt <1 = At <1/w,

que es la misma que obtuviéramos para el esquema de Matsuno.

Esto significa que debemos establecer un paso de tiempo At que sea menor al
periodo natural de la oscilacién més réapida del sistema.
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§ 9.2. Estabilidad para la ecuaciéon de decaimiento

Vamos a considerar ahora
dgq
— =—kq conk >0
dt
que es la ecuacion de decaimiento exponencial. Esta ecuacién surge también bajo

otros ambitos; asi, por ejemplo, de la ecuacién diferencial en derivadas parciales

d¢
dt
que es la ecuacién de difusién, al proponer una onda plana unidimensional

o(x,1) = A(H)e™”

(z,t) = UT(LC, t),

resulta

0A

ot

ecuacién que tiene solucién exponencial decreciente
A(t) = A(0)e ™,

Volviendo ahora a la ecuacién de decaimiento podemos escribir entonces la
solucién exacta como

= —vk?A,

q(nAt) = q(0)e~ At
a((n+1)At) = g(0)e "MDA — g(nAp)erA
de manera que finalmente
A=e " — <L
Supongamos que resolvemos con el método de Euler,
"M = q" — kA" = ¢ (1 — KAL).
Luego, la estabilidad implica
|1 — kAt <1
o bien
-1<1-rAt<1
1>—-14+rAt> -1
2>kAt>0 = At<2/k.

Nos aseguramos que el método es condicionalmente estable si elegimos At menor
al tiempo natural de decaimiento del sistema.

Digamos también, sin mostrarlo explicitamente, que el esquema atrasado, implici-
to, es incondicionalmente estable y que el trapezoidal también lo es. Los esque-
mas Matsuno y RK2 son condicionalmente estables, siendo la condicién la misma
que hallamos para Euler.
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§9.3. Estabilidad de ecuaciones no lineales

Recordemos que segun el teorema de Lax tenemos
[ Estabilidad + Consistencia] = Convergencia

si el problema es lineal.
Generalizando un poco para

9q

ar 7t )
5 = (@)
si el problema es lineal se estudiara el factor de amplificacién A pero si el proble-
ma es no-lineal lo que puede hacerse, como ya dijéramos, es estudiar la estabilidad
del error en el paso n + 1,

= T T = [+ €)= fg )+ 54
y entonces
6n—i—l —_ 67f€n
dq

de modo que se analiza la estabilidad del problema linealizado. Si q es un vector
tendré un vector € de errores

e n+l _ ai&' n
dq
y si se diagonaliza la matriz 0q f se deberdn analizar los autovalores pidiéndose

como condicién de estabilidad que el médulo de los mismos sea menor igual a
uno.



Capitulo 4

Ecuaciones parabdlicas

§ 10. Resolucién de una PDE

Volviendo ahora a las PDE, nos ocuparemos precisamente de las parabdlicas,
cuyo ejemplo usual es la ecuacion de difusion

ou 0%u y
— =V— Ccon v =cte.
ot Ox?
siendo u = u(x,t). Necesito condiciones iniciales
u(z,t =0) =a(z)

donde a es una funcién conocida. Asimismo necesito también condiciones de
contorno,

u(z =0,1) = c1(t)

u(x = L,t) = cat)
donde ¢;(t) son valores conocidos. Estamos resolviendo, por supuesto, para 0 <
x < L.

Este problema aparece muchas veces en el modelado fisico de una ley de con-

servacién. Pensemos en una magnitud E tal que

E:/EdV
1%

donde ¢ es una densidad volumétrica de E y entonces la variacion de F dentro
de un volumen V se debe al flujo q que abandona dicho volumen, es decir

oOE 0

33
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pero aplicando el teorema de Gauss e introduciendo la derivada temporal dentro
de la integral, lo cual puede hacerse porque consideramos el volumen fijo, resulta
en

Oe
ZivV.q=0
o TV 4
Si en un gas se da que € < T' y el flujo de energia es
qx —VT
entonces oT
— =kV°T
ot "
que en una dimension espacial resulta
oT 0T
— = k=
ot ox?

La ecuacién de difusién lleva, intuitivamente a cosas como lo que se ve en la
Figura 10.1.

Figura 10.1 Comportamiento cualitativo de una solucién que difunde con el
paso del tiempo t.

Suponiendo contornos fijos

la solucién serd

m?T.T?)

u(x,t) = i Gm (1) sen( T

donde el indice m refiere al modo. Los modos de m alto son los que oscilan mas
rapidamente. Los coeficientes seran

g (t) = @ (0) e~ 7 /L0
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siendo el valor del coeficiente al instante inicial

am (0) = i/OL a(x) sen (?) dz. (10.1)

Cada modo decae en el tiempo de acuerdo al tiempo de difusién

L2

7— T e———
vm2n?’

de forma que los modos rapidos son los que decaen primero.
Volvamos a la solucién numérica de la ecuacion de difusién. Para ello introdu-
cimos una grilla
xr; = jAx conj=1,2,...N

y discretizamos la parte espacial de las derivadas,

62u _ Ujy1 — QUJ‘ + Uj—1

022 ; Ax?

Entonces los contornos son

Planteamos una solucién
U(t) = (ur(t), uz(t), ..., un—1(t))

notando que los contornos estan fijos, es decir que no varian con el tiempo. Esto
conduce a un sistema matricial

oU
Y _1usc
a1 +

siendo C un vector de condiciones de contorno,

14
C = (Cl, O, ...,O7 CQ)E

Ahora el problema pasé de ser una ecuaciéon PDE a ser un sistema de ODE’s
acopladas. En la préactica se hace de forma conjunta la parte espacial y la parte
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temporal. Si la discretizacion temporal es de acuerdo a nAt y la espacial de
acuerdo a jAx podemos acomodar la evolucién de la solucién en la cuadricula
que aparece bajo estas lineas, donde se muestran ¢ versus x.

|
¢ Ax

At

jin+1
n+1 J:

ji—iln j+Lin

n :
Jsn

n—1

Si se aplica un método de Euler en el tiempo para cada j y una diferencia
centrada en el espacio para cada n resulta

n+l _ . n n _ n n
u; uj _ VUj+1 2uj +uj_y
At Ax?
n+l _ n VAt n _ n n
uith = o (uf - 20f )

En §5 se analizé la consistencia de este método tomando una solucién F' de
la ecuacion exacta, reemplazédndola en la ecuacién en diferencias y arribando al
error de discretizacién D(F), que para este caso era

D = O(At) + O(Az?)

de modo que

D—0 si At =0
Az — 0

y vemos que el método es consistente.
Revisemos ahora el asunto de la estabilidad. Suponemos un error (perturba-
cién) que tenga forma de modo Fourier
n __ n ikx;
El = E"e

con un k arbitrario. Como el esquema también vale para el error se tendrd

En+1eikmj — Eneikmj 4T (Eneik(z‘j+Am) + Eneik(mj—Aac) _ 2Enelkr])
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donde I' = vAt/Az?

EnJrleik:mj — Eneik:wj [1 + T (eikAm + efik:Az o 2)]

y entonces
\ gt 14T (o074 g-ihas _ 9)
En
n+1
A= =1+ 2T (cos(kAx) — 1) = 1 — 4T sen?(kAx/2),

En
donde para la tltima igualdad hemos utilizado una identidad trigonométrica
usual. Si ahora pedimos que |A\| < 1 serd

—1<1—4I'sen?(kAz/2) <1

1> 4Fsen2(kAx/2) —-1>-1
2 > 4T sen?(kAz/2) > 0

Asumiendo que siempre sen?(3) < 1 deberemos garantizar la estabilidad con
41 <2

lo que lleva a
At < Ax?)2v. (10.2)

Vemos que resulta un vinculo entre la discretizacion temporal y la espacial.
El intervalo temporal dado por (10.2) es una especie de tiempo de decaimiento
numérico (asociado con la grilla) o tiempo medio de difusién espacial. El intervalo
temporal debe ser més corto que dicho tiempo para que el esquema sea estable.

En conclusién, dado que la ecuacién es lineal y de acuerdo al teorema de Lax,
como la solucién es consistente y estable el método es convergente.

§11. Condicion CFL

En los métodos numéricos existe un concepto que se llama la condicién CFL
(Courant-Friedrichs-Lewy) [1928]. Estos investigadores desarrollaron el concepto
de rango de influencia de una ecuacién diferencial.

La idea del rango de influencia es, considerando la solucién de una ODE en un
punto (x,t), ;jde qué puntos a t = 0 depende la misma? O dicho de otra manera,
el rango de influencia son los puntos x del dominio, a ¢ = 0, que son necesarios
conocer para obtener la solucién en z,t.

En la ecuacién parabdlica la solucién exacta en (x,t) depende de todos los
puntos a t = 0. Esto puede verse por la integral de Fourier (10.1); la misma es
un reflejo de que u(z,t) depende de z € (0, L).
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Pero también existe un rango de influencia numeérico. Si resolvemos numérica-
mente un problema, como el de la ecuacién de difusion unidimensional, asociamos
segun hemos visto una grilla con los puntos en z,t¢. Dada la solucién numérica
u de la ecuacién en un punto x;,, es claro que la misma depende de los valores
anteriores, los cuales también dependen de los anteriores a ellos.

El rango numérico dependera del método en cuestién. Para Euler vemos que
se forma un patrén, pues

At
=l b S (uly — 2ul )

uJ J Ax2

y entonces la soluciéon u en j, n+1 depende de la solucién en n y en los puntos j—
1,7 v j+1. Asimismo, cada uno de estos iltimos depende del valor temporalmente
anterior (en n — 1) y evaluado en los indices espaciales correspondientes.

La Figura 11.2 ilustra de manera pictérica un rango de influencia para un punto
genérico de la soluciéon en j+ 1, n. La doble flecha verde es el rango de influencia
para dicha solucién, que como vemos no abarca todo el dominio posible.

t
Ax
At
i+ 1in
n ..j+ n
n—1 ’,nfl,:"‘ ."~‘.j+2.
T j+Ln—1
i—U g g+l z

Figura 11.2 Rango de influencia para una ecuacién diferencial (doble flecha
verde) para un punto j + 1,n.

Si reducimos de igual manera el paso espacial y el temporal vemos que no
cambia el intervalo de influencia. Se logra tender el rango tedrico (todo el dominio
de la ecuacién) si achico el At asociado de acuerdo a

2
At < B
2v

Esto es estar de acuerdo con la condicién CFL.
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§ 12. Esquema implicito de Crank-Nicolson (1950)

Este método permite escapar del problema del rango de influencia. Se cam-
biara el método para la parte temporal; usaremos el método trapezoidal. De
esta forma la discretizacion de la ecuacién de difusién es ahora

bl VAt

u] J

A2 (Wil =200+l ) + (ufyy — 20 +uf )] (12.1)

Esto se lleva a un sistema matricial, como se vio en la seccion § 10 para el
método de Euler, definiendo

U= (’LL17U2, "'7uN71)

con ug =c¢1 y uy = ¢, y entonces se tendra
1
Ut - Ut = S LU + UM 4 C

siendo ahora la matriz definida por

vAt

—
|
()
—
= o O O

y el vector de condiciones por

VAt
C= (U0,0, ,O,UN)@

Amasando, algebraicamente, este sistema se llega a
(1—-L/2)U"! = (1+ L/2)U" +C,

que puede simplificarse algo considerando I' = vAt/Az? y una nueva matriz

1+T -I/2 0 0
-T/2 14T -TI/2 . 0
L'=1-L/2=| 0 -I/2 1+T .. 0
.. —T/2
0 DU ~-T/2 14T

tal que la resolucion del sistema es

Ut =171+ L/2)U"+ L'7'C.
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Haciendo aproximaciones de Taylor en tiempo y espacio para (12.1) se puede
ver que resulta

(F) 0 ] Az —0
D — si
At — 0

siendo F' solucién exacta. Entonces el método trapezoidal para la ecuacién de
difusién es consistente.
La estabilidad se plantea analizando el comportamiento de un modo Fourier
n __ n ikx;
E} = E"e™,

el cual una vez reemplazado dentro del esquema
Entlgikz; _ pngike; +g [(EnJrleik(ijrAm) 1 pntlgik(z;—Aw) 2En+1eikmj)
(En ik(z;+Az) | pngik(z;—Az) QEneikxj>:| (12.2)
v haciendo la penosa algebra, conduce a
E" (1 —T'[cos(kAz) — 1]) = E™(1 + I'[cos(kAz) — 1]),
de manera que

1 — 2T'sen?(kAz/2)

A= 1+ 2T'sen?(kAx/2)

y puede comprobarse que
A <1 vt

de modo que resulta incondicionalmente estable.

Si examinamos el rango de influencia vemos que el valor en un punto esta de-
terminado por todos los puntos. En efecto, de inspecccionar (12.1) notamos que
el valor de la solucién u en el punto j,n+1 depende de valores anteriores tempo-
rales (j,n), (j—1,n) y (j+1,n) pero también de valores en el mismo instante de
tiempo (j,n+1),(j —1,n+1)y (j+1,n+1). Estos dltimos también dependen
de valores en el tiempo n + 1 pero en puntos espaciales mas alejados j — 2,5 + 2
de manera que el rango de influencia resulta ser todo el dominio, como en el caso
exacto.

§12.1. Solucién del método de Crank-Nicolson

Se puede encarar usando recurrencia por un método algoritmico TDMA. Un
sistema tridiagonal se puede escribir siempre como

ajuifl + Bt = w; (12.3)
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que sale del problema con j = 1, ..., N—1y especificamente para a; = —I'/2, 8; =
1-T,v; = —TI'/2. El borde cumple

ug = C1 unN = C2

de manera que

wWo = Ug WN = UN
Planteamos la siguiente recurrencia
uify = xuf 4y, (12.4)
y la fuerzo a valer con (12.3) de modo que
O‘j(xj“?H +yj) + ﬁj“?“ +ju ;L+11 = wj

y entonces

u” 1
/ a;z; + B i O‘ij + B

y ahora identificamos en (12.4) quienes son z; y;, entonces

nJrl _’YJ n+1 + a]y] (125)

—j
_— 1’-71
j
a;x; + ﬁj
Wi — Q5Y;
) =Yj-1
oz + B

Tenemos una relacién de recurrencia para x;,y;. Hay que hacer la recurrencia
arrancando con j = N — 1 y elijo

n+l __ _ n+1
Uy =~ =Co=ITN-1Uyn_; T YN-1
la cual verifica
Tp—1 =0 YnN—1 = C2

y entonces calculo los z;,y; bajando de N — 1 a 0 usando (12.5). Una vez en

posesién de los x;,y; calculo ut u%ﬂ con la recurrencia (12.4) desde 1
hasta N — 1.
ul = zould ™ 4 o (12.6)
up ™ = T 4y (12.7)

= . (12.8)
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§ 13. Ecuacién parabdlica en 2D

Estaremos intentando resolver la version dos dimensional de la ecuacién de
difusién, esto es
ou ?u  Ou
at " (8x2 + 8y2>

para el dominio D con frontera € y sujeta a las condiciones detalladas a conti-
nuacion

u(z,y,t =0) = a(z,y)

u([z,yl] o 1) }datos (0)
7 Ot ([z,y]| )
Se grillard al dominio, y discretizaremos de acuerdo a
/ T N Ty = iAx
\\ z; = jAy
, ,7=1,2,...,N—1
W L (si fuera cuadrado)

Un indice controlard diferencias en & y el otro en §. Asi, utilizando un esquema
temporal de Euler y una derivada centrada, tendremos
n+l _ . n n n n n n n
upd =gy o (s — 2uiy + uiy ) + Ty (ufln — 2u; +uiy o)

con
v At VAt

r,=22 p =22
Az? Y Ay2

En el caso sencillo simétrico, Az = Ay y si etiquetamos los vecinos que inter-
vienen en el cdlculo de un elemento wug en el tiempo n+ 1 (ver Figura bajo estas
lineas) resultan

Uz

up 4
uy us U6L+1 = (]_ — 4F)UO + (Z Uk)
k=1

Uag

Este método es consistente y estable si

r,T,<1/4
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Es un método explicito. Con la misma técnica podemos extender el método de
Crank-Nicolson, aunque mas engorrosamente, como

r
U?JH = U?J + ?x [(U?jllg - 2“;?1 + U?jfy) + (U?Jrl,j - 2“2;‘ + U?A,j)]
r
+ 7@, [(ui iy — 2l T 2y) + (uit o — 2ufy + )]

Esto se puede pensar como una matriz, considerando
U:UiM_;,_jEUiJ i,j=1,2,...,N—1,

es decir que escribimos una matriz como un vector y tenemos asi todos los U en
los puntos de grilla. El sistema resulta

AU = BU" 4+ C

donde la matriz A tiene la forma esquematizada debajo

Como vemos la matriz ya no es tridiagonal, sino que es mas dificil de invertir
(es una matriz sparse o rala). Ya un sistema de 100x100 lleva 10000 incégnitas y
define una matriz de 10000x10000. Para evitar esto se recurre a otros métodos.

§13.1. Msétodo de direccién alternada

Se hace explicito en una variable (por ejemplo, y) e implicito en la otra (x)
escribiendo primeramente
n
DF)

U.n+1/2 _yr 62U
1 K3 — v (
donde el subindice DF refiere a la expresion de la derivada segunda de acuerdo

n+1 / 2 2
J ¥ U
Ox?
a diferencias finitas. Ahora hacemos el otro semipaso invirtiendo el orden

At/2 bF y?

Uﬁ;rl _ U:;rl/z B 92U n+1/2 ) 92U |+
At/2 922 |pp o |pp |’

Puede probarse que este método resulta consistente y estable de manera incon-
dicional. Un sistema de 100x 100 se transforma en 100 sistemas de 100x 100 para
cada ecuacion.
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§13.2. Método de splitting

Consiste en hacer primero una derivada en x y luego una en y

rrn+1 n 2 n+1
Uj —Ui_ 90U

At T a2

n+1

upt = ot . 02U
At Oy?

Este esquema también es consistente y estable (incondicionalmente).

§13



Capitulo 5

Ecuaciones advectivas

§ 14. Ecuacién de adveccién lineal
Consideraremos
ou ou

o T3, =0 (14.1)

donde u = u(x,t) y v es una constante, sujeta a condiciones iniciales

u(z,0) = a(x).

Fisicamente la solucién es la propagacién de una forma sin perturbacién. Se
ilustra este hecho en la figura bajo estas lineas

U(x,0)

vt
— t>0

U(x,t)

Soluciones analiticas de esta ecuacién son
u(z,t) = a(z — vt).

45
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Las condiciones de contorno, por la derivada primera, se reducen a un valor
u(r =0,t) =g(t) t>0,

siendo ¢g una funcién conocida

(2.1) alx —vt) sixz—vt>0
ulzx, = .
gt —x/v) sixz—vt<0

Esto nos lleva a las curvas caracteristicas, que se muestran debajo. La idea es que
cualquier punto (z,t) evoluciona, por la ecuacién, segin las rectas de pendiente
.

La ecuacién advectiva contiene oscilaciones, si propongo
u(z,t) = A(t)

y le pido que cumpla (14.1) entonces debe valer

dA

— = —kvA

dt !
de modo que

A x efkvt’

lo que significa que el factor temporal difunde en el tiempo.

Este caso es muy sencillo y posee solucién analitica, razén por la cual se lo
suele utilizar como benchmark de métodos. También puede ser ttil en problemas
que tienen una parte advectiva.

Para resolver numéricamente la (14.1) podemos emplear un esquema de Euler
en el tiempo y diferencias finitas de orden dos en la variable espacial z, discre-
tizando de acuerdo a

T — jAT t — nAt
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lo cual lleva a

n+l _ . n no_.n
u] up _ Y U
At 2Ax
n+l _ . n VAL n o _ ,n
uj =g o (ufyq —uf_y).

Para examinar la estabilidad consideramos un modo Fourier

Eneik'acj
y lo introducimos en la ecuacién
En-i-leik:wj _ Eneik:wj _ vAt (Eneika eikAz _ Eneikxje—ikAa:)
2Az

no siendo dificil llegar a
A
E"tl =E" |1 - i%;(sen kAzx)

de modo que
A=1—1ia

A2 =1+a?,

lo cual significa que el método es incondicionalmente inestable. No es un buen
método hacer Euler en el tiempo para esta ecuacién; en cambio en la ecuacién
parabdlica podiamos elegir el At de acuerdo a ciertas constraints y el método
era estable. Esto no invalida la utilizacién de este esquema, pero dado que los
resultados se arruinan al pasar el tiempo debe emplearse con cautela.

Es posible estabilizar este método si realizamos el siguiente reemplazo

1
uj — 5(“?-5—1 +uj_y)

que transforma la solucién a

1 vAt
uftt = 5(“?-;1 +ujy) - Tx(u;‘l-&-l —uj_y)

resultando en un método que continua siendo consistente pero ahora es estable.
Este reemplazo se debe a Lax.
Para comprobar la estabilidad hacemos el reemplazo del error

At
E" = B [cos(kAz)1 — i~
cos(kAx) I

. (sen(kAx))
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y vemos que el nuevo factor de amplificacién tendra

2 9 vAL\? 9
[A]* = cos(kAz)” + AL sen(kAx)
x

9 9 VAL
Al =1—sen(kAzx)* |1 — Ar (14.2)

Si ahora pedimos que sea

AP <1
se tiene )
At
0 < sen(kAx)? |1 — <UA$>
lo cual conduce directamente a
vAt
Az —

Hemos llegado a comprobar que necesitamos la condicion CFL para la estabi-
lidad. Se dice también, equivalentemente, que la velocidad de la grilla debe ser
mayor a la velocidad fisica de la propagacién. Esto garantiza la convergencia
para problemas lineales.

Cuando miramos el rango de influencia, comprendemos que la condicién CFL
significa justamente que la pendiente de la velocidad v real de la propagacién
debe ser menor justamente a la velocidad de grilla Az/At, segiin vemos pictdri-
camente debajo

4 ..At |

El punto de solucién exacta en t = 0 estd dentro del rango de influencia.
Recordemos que usando el método de las caracteristicas la solucién la obtenemos
propagando desde el punto en ¢t = 0.

Ademsds, entre més se parece Axz/At a v mas preciso llegamos a la solucién
analitica.
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§14.1. Difusién numérica en la ecuacién advectiva lineal

Trabajemos ahora en la expresion de Lax sumando y restando v} y dividiendo
sobre At,

n+1 D ()
A 72At(uj+1 +ufy —2uf) — AL (ufpr —uf ),

. . . 1
y ahora sumemos y restemos en el miembro izquierdo u”

u;‘z—i-l _ ur_y, '(L-&-l _

n—1 n—1_ _,n
i _ Y uj U Y
At At
y separando del siguiente modo
T L VA R T ) TV
J J — J J + J J J
At 2A¢t

2At ’
llegamos a que la versién continua del miembro izquierdo es

ou At

a2 e

Juntando todo resulta en la siguiente ecuacion

ou AtoPu_ 0w Ao
at 2 o2 Oz 2At O
ou ou  Atd*u  Az? 9%u
ot T o aaras (14.3)

Estos ultimos términos extra, que no estaban originalmente en (14.1) consti-
tuyen una difusién que emerge de la solucién numeérica, pues

ou ou
o~ Vox
0%u 0%u 0 ou
o2 = or = Vow (‘a)
entonces
9%u B ,0%u
a2 = a2

y reemplazando en (14.3)

ot Oz 2 0z2 2At 0x?
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0%u

0x?

Az?  viAL

2At 2

ou, ou
ot ox

que tiene la forma

o ou_ o
ot dr O

Si ,u = 0 resulta en una ecuacién de difusién con constante x. El método
introduce una difusién numérica asociada a

Az? viAL
K= —— — ———.
2A¢ 2

Esta difusiéon “achata” la solucién y la hace, como vimos, estable pero a costo
de que se altera la solucién fisica. Necesitamos x > 0 para la estabilizacion,

Ax? 9 Ax
= A =
Al > v AL = At >,
lo cual lleva a la condicién CFL. Si k < 0 el esquema no es estable. Se acumula

el error y en algiin momento explota.

§ 15. Dispersion de los métodos

Para el método de Lax se tenia el factor de amplificacién dado por (14.2) cuya
estabilidad dependia del cumplimiento de la condicién CFL. Analicemos ahora
la dependencia con la frecuencia de dicho factor que se halla en el seno que
multiplicaba al corchete. Si

kEAr < 1

AL 2
201 — 2 _ Lt
Al = 1 — (kAx) ll ( - )

de forma que los modos con k pequeno se ven levemente amortiguados en com-
paracién a aquellos que tienen k grande (siempre dentro de la aproximacién
kAzr < 1).
Un esquema como el de Lax filtra las oscilaciones de alta frecuencia. Veamos
la relacién de dispersién de estos métodos con la ecuacién advectiva.
Proponemos para ello un modo Fourier en espacio y tiempo,

se tendrd

u=u ez(wtka)

el cual es solucién exacta de la ecuacion si se cumple que

v=w/k
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que es también la velocidad de fase de la onda.
Como el w € R no hay amortiguamiento pues se da que k € R también.

En el esquema de Lax el modo Fourier resulta

u ei(w(t”+At)—krj) — lu ei(wt”—kxj)(e—ikAr + eikAz)
2

B ;ﬁt w i k) (kDT _ kAT
X
QWA _ %(eﬂ'mx i eikAz) _ ;ﬁt (eﬂ-mz _ eikA:L’)
i

- At
WAt — cos(kAz) + iv—(sen(kAx))
Ax
Si pensamos en una frecuencia compleja w € C de la forma
w =0+,

entonces

_ A

e igualando partes real e imaginaria por separado se tiene
cos(QAL) e A = cos(kAx)

sen(QAt) e T4t = %(sen(kAm))

luego

tan(QAt) = %At tan(kAx)
x

e A — cos(kAT)? + (Z{f) (sen(kAx))?

Si se diera vAt/Az =1 (velocidad de la onda igual a la numérica), en ese caso
serfa I' = 0, = vk y es una solucién exacta.

En cualquier otro caso hay que resolver numéricamente. La Figura 15.1 exhibe
las curvas Q(k) para tres valores diferentes del pardmetro vAt/Dz, y la Figura
15.2 hace lo propio para I'(k) para idénticos valores del pardmetro.

El amortiguamiento es maximo para el valor w/2Ax.
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Az

vAt __
B — 0.5

vAt
w1 —

™
k 20z

3
2Ax k

Figura 15.2 Relaciones de dispersién I'(k).

§16. Otros métodos para la ecuacion de adveccién

También se puede utilizar leapfrog para la parte temporal, lo cual lleva la
ecuacién (14.1) al siguiente esquema

n+1 n—1
A I % Bl
2At 2Ax

u

que es de orden dos en Az y At. La estabilidad se comprueba utilizando un

modo
Eneik:wj

para lo cual se obtiene

En+1 _ Enfl EneikAw _ Enefichz
+

2AL v 2Az =0
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A — )\71 eikAm _ efikAz

onr Y 27z =0

A=At . isen(kAx)
oAt T Aw

=0

At
A1 ”A—xw sen(kAz) = 0

resultando una cuadritica para A. Si tomamos

At
o= UA—I sen(kAx)

las raices son

/\iZiOé:E\/l—QQ

y puede verse que si a < 1 se cumple que |A| = 1y el método es condicionalmente
estable. No obstante este método requiere, computacionalmente, mas memoria
que Lax porque es necesario guardar un paso de tiempo mas en el calculo.

Otro método conocido es Lax-Wendroff, que implica un medio paso extra. Este
medio paso consiste en

n+1/2 1 n n vAt n n
Uji1/9 = 5(% +ujyq) - %(Uﬁ-l —ujy)

siendo el paso completo

+1 vAL n+1/2 n+1/2
i =Y T Ay (M2 T Uage)

u

Este método también resulta estable con la misma condicién
vAt/Ax < 1.

Finalmente otro método conocido como “aguas arriba” (upwind), implicito,
parte de la premisa de Euler para el tiempo pero con una derivada espacial
implicita; se hace en el paso sisguiente. El método resulta de orden uno.

La ecuaciéon discretizada resulta en

ntl_ nHl _gntl

j j j it
At v Az =0,

u

y es incondicionalmente estable. Por ello suele tener buena fama.
La idea pictorica es que el método construye desde el contorno, como se ve en
la Figura 16.3.
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Ax

j-Ln+1l  jn+l

n+1

i1 i J+1 T

Figura 16.3 Esquema método upwind.

EJEMPLO 5.1. Estabilidad esquema upwind
Examinese la estabilidad del esquema upwind para la ecuacién de adveccién lineal. Dado que
este esquema es
ut _yn ut g ntl

J J J j—1
=0
At tv Az

podemos examinar el comportamiento de un modo Fourier E™e**%5 en la expresién anterior.
Haciendo el reemplazo y multiplicando por At se llega a

gt _ gn + vAL Ertl (eikA:c _ eik:Ax) -0
Ax
y dividiendo todo por E™ y usando la identidad de Euler y la equivalencia usual I' = UA—A; ,
A — 14 A2il'(sen(kAz)) =0

o bien
1

A= — ——————
1 — 2iI'sen(kAx)

y entonces
1

[Al =
/14 42 sen?(kAx)
el cual es un nimero siempre menor a la unidad en razén de que el denominador siempre es
mayor que la unidad. De esta forma vemos que el esquema resulta incondicionalmente estable.

§17. Ecuacién de adveccién 2D
Para dos dimensiones espaciales (z,y) es

ou ou ou

7+vx7+vy87y =0 (17.1)

ot Ox
donde u(z,y,t) es la solucién y v= (v,,v,) es constante.
El esquema de Lax resulta ahora
up = (U/4) (wityy +uig ol )
At

Uljyr — U
2Ay

n I )
Uiyr,5 — Uj—1,5

n
i—1

=0 (17.2
2Ax ( )

+ Vg + vy
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El anélisis de estabilidad se hace con un modo 2D como

Enei(kzaci-&-kyyj)

el cual al reemplazar en (17.2) verifica la condicién |A| < 1 si cumple

v At 2 vy At 2
+ gl)
Az Ay
1

1
At < — .
V2 + ()2

o bien

Si se da el caso simétrico Az = Ay se obtiene

At < 1 Ax Az
V2 vg—l—vg V2o

que es la condicién CFL.

Se ve claramente que si no se conoce en principio v es problemético el método
porque la estabilidad justamente depende de la velocidad v. Deberia poder, al
menos, ser acotada.
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Capitulo 6

Ecuaciones elipticas

§ 18. Ecuacion de Poisson

Veremos el ejemplo candnico de las ecuaciones elipticas, que es la ecuacién de
Poisson,
d?¢
dzx?
donde p describe las fuentes. Las ecuaciones elipticas son problemas de contorno,
son boundary value problems.
Las condiciones de contorno suelen ser de dos tipos,

=—p(z) en [0,L]

#(0), (L) [ Dirichlet |

99
or

99

)
0 Oz

[ Von Neumann ]
L

Discretizaremos, como es costumbre,
r; — jAx
o; = o(z;)
pj = p(x;)
y la derivada segunda con la aproximacién de orden O (Am2)

d?¢;  Gip1—20; + dj

dx? Az?

57
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y entonces
Git1 = 20; + dj1 = —p; Az’
siendo

¢ = (¢1a¢27 "'a(bN—l)

incognitas y ¢g, ¢ datos. Entonces podemos escribir el sistema como

Ap =w
siendo
-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
A 0 1 -2 1 0
0o .. 1 -2 1
0 0 1 -2

w = (—po — p1AT%, —paAa?, ..., —dn — pn_1A7?)

y hay que invertir la matriz para obtener la solucién. Es una matriz tridiagonal
que se puede resolver por Crank-Nicolson y el algoritmo TDMA (recursivo). El
numero de operaciones necesario para la resolucién es O (N — 1) =~ O (N).

Este procedimiento sirve para ecuaciones de la forma

F@) 5 + ()% + ha)p = ()

donde la matriz A serd mas complicada en general y las condiciones de contorno
pueden mezclar los dos tipos vistos,

a2l +bgy=C
0

CC =

1 9
& Bz

. +boL=0C
Para dos dimensiones la ecuaciéon de Poisson serd
VZh = —p(x,y) (18.1)
y en un dominio rectangular
0<z<L, 0<y<L,
con condiciones de contorno

#(0,y) = dato ¢(x,0) = dato
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¢(Lz,y) = dato ¢(z, L) = dato
y discretizacién dada por

y; = jAy x; = iAx

- 1

Si el borde es arbitrario (irregular) podemos afinar alli la grilla o aproximar esta
irregularidad por cuadraditos del mismo tamano. Finalmente la discretizacién de

(18.1) es

Giv1,j — 2045 + di—1; . Gijr1 — 2055 + dij1

Ax? Ay? = TP

lo cual amasando (y concediendo la igualdad de espaciados: A = Az = Ay)
resulta en

Git1,+ G+ Gigi1 + bij1 — ddy; = —A%py

Si introducimos este resultado en una matriz ordenando por filas o por colum-
nas

Gij = Pli—1)x(M—1)+4>
o bien
Gij = PGi—1)x(N—1)+i
con
i=1,2,..,N—1 j=1,2..M-1

Todo esto conduce a un sistema de la forma

Ap =w
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donde ¢p € (N —1)(M — 1) y A es una matrix rala, de bandas.

-4 1 0 1
1 -4 1 0 1
0 1 -4 1 0
A= 0 0 1
0 —4

§ 19. Sistemas matriciales

Comenzamos aqui una digresion, mas o menos larga, referida a la resolucion de
sistemas matriciales del tipo que nos hemos encontrado ya en varias ocasiones
como resultado de la resolucién de un sistema numérico. Es decir partimos de

Au = w,
o bien
a11U1 + a12U2 + ... + AINUN = W1
az1uU1 + ag2uUz + ... + AaNUN = W2
anNi1ul + an2uz + ... + ANNUN = WN,

que es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas. La forma directa de invertir
la matriz es por determinantes

1Al
AT

donde -
|A|Y = det(&)

y </ es la matriz que resulta de extraer la fila 4, columna j. | A es el determinante
de A. Esto tiene un ntmero de operaciones que es O (n!) lo cual es obviamente
inmenso. Este método es, por dicha causa, impractico.

El siguiente método es eliminaciéon gaussiana. Las incégnitas wui,us son eli-
minadas sucesivamente hasta que sobrevive solamente una tnica variable. Si
multiplicamos la segunda ecuacién por aii/a2; y le resto la ecuacién primera.

a

11 _ann
(agg—m — alg’U,Q) + .. =Wy —wsp
a21 a21

y se sigue hasta que resulte una nica variable u,,.
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Finalmente tenemos un sistema triangular (método LU). Este método lleva
una matriz A a expresarla como un producto

A=LU

donde es L de lower (tiene elementos no nulos en la diagonal y por debajo) y U
de upper (tiene elementos no nulos en la diagonal y por encima). Es decir

a 0 ... 0 a

b ¢ 0 ... 0 0

A= 0
z 0 0 =z

Este método tiene un niimero de operaciones de O ((2/3)n?). Es lo mejor que
podemos hacer para obtener solucién exacta de la ecuaciéon matricial.
Otros métodos son aproximados (solucidn iterativa).

§19.1. Msétodos iterativos

Se aplican para la solucién de sistemas
Au=d

y son como anticipamos, aproximados. Veremos tres de ellos, a saber: Jacobi,
Gauss-Seidel y SOR (Sucessive Over Relazation).
En la ecuacién de Poisson para dos dimensiones

V3¢ = —p(z,y)
habia resultado la discretizacion
Gir1,j + Gim1j + Gijr1 + ijo1 — Adi; = —A%py;
para A = Ax = Ay.
Podiamos despejar el valor ¢;; como
1 2
$ij = 3 (Gir1rj + di-1j + g1 + Gij—1) + —pij
y si pensamos que los valores en el lado derecho son conocidos en un paso n se
puede construir la siguiente iteracién
n+1 1 n n n n A2
bij = Z( i1y T Pim1; + P T oi1) + 4 Pid

donde p;; son datos del problema.
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Se esperaria que con un nimero grande de pasos n se dé el limite
‘¢n+1 _An | N 0

es decir, que la solucién converja. Este es el método de Jacobi para la ecuacién
de Poisson. Esqueméticamente

z‘,j+1L

i—1

/LL.

i+1,75 O  Conocido en el paso n
>7

O A -calcular

Ti -1

Existe una equivalencia con la evolucion temporal del problema

2
i v(VZ¢ + p)

donde se ha alcanzado el régimen estacionario. Con las discretizaciones consabi-
das resulta

Pt — g v
] vy n n
AL A2 5 (QF1,j T Oiq j + &7 i1 + 011 — 487) +vpg
v At n n n
¢:‘;’+1 = Az (i1 + B, + i jar T O 1 — 4AdL;) + VAL + ¢l
vAt

VAt
¢n+1 (¢1+1,] + (Z)z 1,5 + ¢ J+1 =+ QS, J— 1) ( 4A2> Z + VAtha
y esto garantiza la convergencia. O sea, hacemos una evolucién temporal porque
vemos que es lo mismo y en base a ella deducimos que converge.

Un detalle de programacion es que necesito la solucion en el paso n para obtener
la solucién en el paso n + 1. La iteracién doble conviene hacerla de acuerdo a
como se guardan las matrices en la maquina.

En el problema Au = d en forma indicial

Zaijuj = dz j = 172, 1)

d — Za”uj

]751
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El método de Jacobi es, entonces, decir que

uptt = a%[d? - j;aij“?]-
j#i
Otra forma de trabajar es dividir la matriz en tres
A=D+L+U
entonces el método de Jacobi se escribe como siendo
Au=d
(D+L+U)u=d
Du=d— (L+U)ju = Du*"'=d"—(L+U)u"
Se define el residuo R™ en la iteraciéon n como
R" = Au™ — d"
si ahora llamo Au” = u™t! — u” serd
DAu™ = Du"*' — Du" =d" — (L + U)u" — Du"
DAu"=d" - (L+U+ D)u" = -R",

entonces se dice que el método de Jacobi conduce Au™ a cero a través de D.

§19.2. Meétodo de Gauss-Seidel

Es una mezcla. Uso valores ya iterados para evaluar el préximo punto. Utilizo

qb?fl{ i (;Sfj_ll para hallar ¢}'; en los puntos faltantes

z‘,j+1L

O  conocido en el paso n
i+1,7 .
— /A Conocido en el paso n+1

O A-calcular

Tij—1

Si lo vemos matricialmente serd

1 m
U; = 7[dl — Z aijuj]
(77) =1

i
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n+l _ n
u; d g a;ju; E a;ju;

Jj=t+1

mientras que en términos de las otras matrices serd
Du"tt 4 Lu"t =d" — Uu”
(D+ Lyu"™ =d" - Uu"
y también cambia el residuo y las diferencias entre pasos,
(D+L)u"=d"—-Uu" - (D+ L)u"
(D+ L)Au"™ = —R"

entonces el método de Gauss-Seidel conduce Au™ a cero a través de D + L, que
es llamado el prefactor.

§19.3. Métodos SOR

Si u™*! es el valor obtenido con el esquema iterativo bésico Jacobi o Gauss-
Seidel el valor final se obtiene con

u" ™ = wu" ! 4 (1 - w)u”
donde w es un coeficiente de sobre-relajacion.

Para el caso de la ecuacién de Poisson, Jacobi junto a sobre-relajacién resultan
en

O = LGy + O+ Ol + O+ A% + (1 - w) 6,
i T oy Nkl =1, 57 +1 3,j—1 pw N
Para la ecuacion general
Au=d

conA=D+L+U
Du™! = wd" — w(L +U)u" + (1 — w)Du"
Du"™! = w(d" — Au") + Du"

luego
Du"t! — Du" = DAu" = w(d" — Au™) = —wR"

y vemos que conduce Au a cero ponderado con el w.
Para Gauss-Seidel y sobre-relajacién (que es el método SOR por antonomasia),
y en la ecuacion de Poisson, serd
2
¢n+l

1 n n n A T
i 4( i1yt o +11] + &7 +¢ij—l1) + 4 Pii
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n+1l _ n+1 n
¢ij = W¢ij + (1 - W) ¢7,]
Para la ecuacion general resultara
Du™™! + wLu"! = wd” — wUU" + (1 — w)Du"
(D+wL)Au" = —wR"

y conduce Au a cero de acuerdo a la relacién mostrada. El asunto es, entonces,
como elegir sabiamente w.

§19.4. Convergencia de los métodos iterativos
Introduciremos siempre un error

R" = Au™ —d,
pero supongamos la solucién exacta del sistema Au = d que sea

u : Au.=d
entonces definimos el error en la iteracién n como

e"=u"—u,
R" = Au™ —d — [Au. — d],
siendo el ultimo corchete nulo por definicién,
R" = A(u" —u.) = Ae"

luego si el R™ — 0 entonces €™ — 0, y se puede ver que es un si y sélo si.
Supongamos una subdivisién arbitraria de

A=P+S
y disenemos un esquema iterativo para resolver Au = d, que serd
(P+Shu=d
Pu=d- Su
y la iteracion se hace sobre
Pu"t! =d - Su”

luego
PAu" = —-R"
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con
R" = Au" — d.

Entonces P es la matriz de convergencia o precondicionador. Se elige parecida
a A pero en lo posible mucho més facil de diagonalizar. En el caso de Jacobi es
sencillamente la diagonal.

Notemos que
Pe™tt = Pu"t! — Pu,

Pe"tl =d — Su™ — Pu,,
y utilizando la solucién exacta
(P+S)u.=d

Pu, =d — Su,

entonces

Pe"tl =d - Su” —d + Su.
Pe™t! = S(—u" +u,)
entl = _p-lgen
y la matriz P~1S es una amplificadora del error
el = —P71(A - P)e"
et = (—P A+ 1)
et = Ge"
y G es la llamada matriz de amplificacién. Finalmente
e"tl = Grel.
Si quiero que |€"T!| — 0 con n — oo necesitaré que
max{|A;(G)[} <1

donde los A;(G) son los autovalores de G.
Se define el radio espectral

o(G) = méx{|\;(G)|} < 1
Entonces para Jacobi,

Du"t' =d — (L +U)u"
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P=D S=L+U
G=1-DYD+L+U)
G=-DYL+U)
mientras que para Gauss-Seidel
(D+ Lyu"™ =d - Uu"
P=D+L S=U
G=1-(D+L)""(D+L+U)
G=—-(D+L)"'U

Se puede ver que ambos métodos convergen si A es dominante diagonal.

La tasa de reduccidn del error se define como

|€n| 1/n
Acp = 1
: <|el|

67

y como
e = GnEl
Ae, < [|GM|V"
—— 0(Q)
n—roo
La tasa de convergencia es
s =logo(Q)
o bien
s = |logo(G)|
Entonces, si quiero reducir el error 10 veces en un ntimero n de iteraciones tal
que
B
—_——~
(1/10)Y™ > 6(G) > Ae,

A

se logra asegurando la parte A y queda demostrado B por el resultado

log((1/10)'/") > log(o(G)
~log((1/10)) 2 log(0(G)

— > log(0(G))
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1
n>-————.
—log(c(G))
Ahora queremos aplicar estos resultados a los métodos vistos.

Para la ecuaciéon de Poisson en la resolucién por el método de Jacobi bajo
condiciones de contorno periddicas la matriz lucia

-4 1 0O .. 1 O 0

1 -4 1 0 1 0

A— 0 1 -4 0 O 1
1 -4 1
0 ... ... 1 —4

y se puede ver que

Im — gen Ll% sen Lmj
A M M

es autofuncién de A con 4,5 = 1,2,....M y con I;m = 1,2,..., M. El par (i, j)
varfa con la posicién en grilla. Los (I, m) identifican funcién y pueden ser cua-
lesquiera. El autovalor serd

l
= s (1) o (52
y como G = 1 — D~ ! A se sigue que

le
A=1— m
d

son los autovalores de G siendo d el elemento diagonal. Resultan
1 (sen? (L 2 (T
A=1 (sen (2M>—|—sen <2M))
A= eos (1) 4 cos (=)
=5 \cos| 77 cos {77

y el autovalor mds grande para todo I = m que ocurre (1,2, ..., M — 1) se da con
Il =m =1 de manera que

U—COS(l)<1
o M

Para M > 1 podemos hacer una expansién de Taylor y tendremos

2

-1
7 e
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Como ejemplo, para M = 100 es
o =0,9995 log(o) = —0,0002

y necesito aproximadamente 4664 iteraciones para reducir el error en un factor
de 10.

Computacionalmente para M = 100 son 100 x 100 célculos en una iteracién de
modo que el nimero de operaciones total es de ~ 05-10% - 102 - 102 = 5-107. Si
hubiésemos hecho eliminacién gaussiana por Choleski, el niimero de operaciones
es ~n3/3 = (M?)3/3 =10"/3 ~ 3,4 -10'2, el cual es mucho mayor.

Para Gauss-Seidel esto baja un factor de dos. Se puede ver que

A L co i + co! (Wm> i
== s| — S| —-

4 M M
ocurriendo el valor més chico paral=m =1

f— 2 l)
0 = cos (M ,

y pudiéndose escribir para M > 1

lo cual implica un aumento leve de la tasa de convergencia. Para M = 100 tengo
un nimero de operaciones de aproximadamente 2300 (la mitad).
En los métodos SOR la tasa se incrementa exponencialmente

(D +wL)Au" = —wR"

entonces
G=(D+wL) (1 -—w)D - wU]
con e"t! = Ge™ y e” = u" — u,, pero como
det(G) = [N
j=1
si pido
det(@)" <1

lo satisfago con

o(G) <1

y vale que
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de modo que finalmente
0<w<2.

Existe un w éptimo que minimiza el radio espectral. Dicho valor es

2

Wopt = —————F7——
1—,/1—0]2

donde o; es el radio espectral del método de Jacobi sin sobre-relajacién. Entonces
con ese Wop resulta
OSOR = Wopt — 1

(37)
0j =cos | —
/ M

2
1+ sen(w/M)

Para el problema de Poisson

Wopt =

ycon M > 1

2
Wort ¥ T Tn /M — w2 /M2

~2(1 — /M + %/ M?)

2
0sor =1— Mﬂ -‘rO(l/MQ)

y esto es mejor que con Jacobi y Gauss-Seidel. Para M = 100 se tiene un ntimero
de iteraciones de aproximadamente 35. Como vemos es una gran mejora.



Capitulo 7

Métodos Espectrales y Pseudoespectrales

§ 20. Métodos espectrales

El problema modelo es
ZLU) = f(x) (20.1)
donde U = U(x), £ es un operador con derivadas y f(x) son datos. La resolucién
de (20.1) se hard en el dominio a < z < b sujeta a las condiciones de contorno
U(a) =U, y U(b) = Up.
La funcioén incognita U se expande en términos de funciones base,

N

U((ﬂ) = Z Cn(ybn(x)'

n=0

Si se supiera que la funcién U(x) es periddica es conveniente la utilizacién de
funciones trigonométricas

¢n ([L‘) — einw

y entonces cualquier funcién periédica, por Fourier, se puede escribir

U(:L') _ Z Cnein(27r/L)$

n=—oo

de manera que la solucién U™ (x) no es otra cosa que un truncamiento de la serie
de Fourier correspondiente.
Reemplazaremos la aproximacion en la ecuacion diferencial y pediremos que

se minimice el residuo
RN(z) = 2(U) - f(x) (20.2)

71
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La minimizacién de (20.2) definira el tipo de método. No obstante primera-
mente debe hacerse la seleccién de las funciones de base que sera de acuerdo a
las condiciones de contorno del problema.

Para condiciones de contorno periédicas es conveniente una base de funciones

trigonométricas
¢n (.’L‘) — ein(27r/L):c.

Otras opciones son utilizar polinomios de Chebyshev, o funciones que solamente
sean no nulas en un pequeno dominio (no nulas en secciones). Esto dltimo es la
base del método de elementos finitos (FEM, por sus siglas en inglés')

Ahora tendriamos que calcular los coeficientes ¢,. La complejidad pasa desde
las funciones a los coeficientes. Pidiendo la minimizacién del residuo definimos,
como se dijo, diferentes métodos, uno particular es el de Galerkin,

/b RN (2)¢p(x)W(z)dz =0 n=0,1,2,..,N (20.3)

donde W (x) son funciones de peso. Matemdticamente esto es pedir la anulacién
de los productos internos del residuo con cada funcién de la base, en el espacio
de funciones {¢,}. Es decir que (20.3) equivale a

(RN (2), 6u(2) ) = 0 (20.4)

Para el espacio de funciones e la normalizacién es trivialmente W = 1. Otra
manera de explicitar con palabras (del dlgebra) la condicién (20.4) es decir que
respecto del subespacio dado por {¢,} el residuo RV es ortogonal.

De esta condicion se obtiene un sistema de N 4 1 ecuaciones para las N + 1
incognitas c¢,. Notemos que no hemos introducido hasta el momento ninguna
grilla. Hagamoslo a continuacion.

Introduzcamos una grilla de puntos

Loy XL1y.-y TN

que seran N + 1 puntos en el intervalo [a,b]. Asociemos valores Uy, Uy, ...,Un a
la funcién incognita en los puntos de grilla. Si pedimos que

RN(z;)=0 j=0,1,2,..,N (20.5)

obtenemos N + 1 ecuaciones para las N + 1 incégnitas representadas por los c¢,,.
Ahora
N
UN(2;) = cntn(a))

n=0

1Esta sigla viene en efecto de Finite Element Method.
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y esto implica que, si la base es de funciones trigonométricas, las incognitas
¢y, serdn la transformada discreta de Fourier (DFT) del conjunto UM (z;) y de
igual modo, a menos de un factor, estas ultimas son la transformada discreta de
Fourier de las primeras. Es decir que existe una transformacién que me lleva de
un conjunto al otro. Pictéricamente

{en} = {U}}

y podemos plantear el problema en cualquier conjunto de incégnitas. Esto es, en
breve, el método de colocacién o pseudoespectral.

La eleccion de la base se hace teniendo en cuenta quién es .Z; si hay derivadas
la base tiene que ser derivable facilmente. Puede darse el caso, incluso, de que
la derivada pueda escribirse en funcién de la misma base, es decir

N

LY cuvnla Z en bl Z e

n=0
en cuyo caso existiria alguna relacién de recurrencia entre derivada y funcién,

6
Do o b

La idea saliente aqui es que en este caso la derivada de la funcién en un punto
depende del valor de la funcién en todos los puntos. Esta es una caracteristica
notable de los métodos espectrales: la derivada necesita el valor de la funcién en
todos los puntos del dominio. Luego, la transformacién

{U)} = {ca}

requiere todos los elementos.

Estos métodos son entonces globales en lugar de locales como lo es diferencias
finitas o los métodos de elementos finitos (de los cuales haremos una descripcién
somera en el capitulo siguiente).

En diferencias finitas si haciamos una aproximacién centrada tenfamos un error
de orden O (A:cQ). Para un método espectral tendremos, si son N + 1 puntos,
un error de orden O (AmN ) Si considero un paso de discretizacién constante
Az o 1/N se tendrd un O (1/N?) para un método de diferencias finitas pero
O (1/NN) para un método pseudoespectral.

El error se hace tan pequefio que podemos decir? que la precisién es infinita.
La comparacién entre métodos depende, igualmente, de varios factores. Entre
ellos la necesidad en pseudoespectral de transformadas de Fourier rapidas. Di-
gamos que para problemas con condiciones de contorno periédicas y fluidos bajo

2Y a los acerrimos defensores de estos métodos les gusta decir.
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turbulencia (con ntimero de Reynolds R > 1) estos métodos funcionan muy
bien.
Un par de referencias de las cuales pueden leerse estos temas son

e Fornberg, A Practical Guide to Pseudoespectral Methods.
e Boyd, Chebyshev and Fourier Spectral Methods.

§ 21. Meétodo de Galerkin. Procedimiento

El problema se puede escribir

y quiero la solucién

siendo el residuo

y exigiéndole ahora que
(¢, RY)=0 n=0,1,..,N

El producto escalar para espacios de funciones se define

b
g9) = / fg" W (x)dx

Si &£ es lineal el sistema puede ponerse en forma matricial. Planteando

(6n, Z(UY) = f(z)) =0

podemos operar

<¢n7$ UN >: d)nvf(x»

¢n; Z Cm ¢m <¢n7 f($)>

m=0

N
Z Cm, ¢n7 )> = <¢naf(x)>
m=0

N
Z cmPam = fn
m=0
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o matricialmente

Pc=f

de donde pueden extraerse las incdgnitas invirtiendo la matriz P.

c=P'f
EJEMPLO 7.1.

Ejemplo método de Galerkin
Consideremos la ecuacién

o)

2
TZ — g =3 cos(z) — gcos(Z:v),
de modo que

<

82
ox2
y solicitamos ademés

N | =

U(z) = U(x + 2m).

Esta ecuacién tiene solucién exacta analitica

u(z) = cos(z) + cos(2z),
pero supongamos que expandimos a lo Galerkin

U@ (z) = Co + Cy cos(z) 4 Ca cos(2z),
siendo la base

¢n = cos(nx).
Entonces

N
UN(z) = Z Chp cos(nz) N =2
n=0
y hay que evaluar

((6m, 2WN) ) = {dm, ()

Primeramente es

m=0,1,2.
27 3 9
(Pm, f(z)) / cos(mx) -5 cos(z) — 5 cos(2z) | dx
0

y también

277N

o°v = —C' cos(z) — 4C5 cos(2x)
Oz

<¢mvz(UN) > :/027T

cos(mx) [—C’l cos(x) — 40> cos(2x)

1
*E(CO + Cq cos(z) + Co cos(2x))} dz,
y recordamos que

TOmn
21 sim=n=0

(61, f(@)) = —5m

27
/ cos(mz) cos(nx)dx
0

de modo que las integrales resultan

(¢0, f(=)) =0

(62, f(a)) = =5

75
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(90, 2WN) ) =00 (o1, 2(") ) =~ 20y

3
Ny\ _ 2
<¢2,3(U ) > = 271'6’2.
Juntando todo se ve que la solucién es
U = cos(z) + cos(2x)

que coincide con la analitica.

EJEMPLO 7.2. Segundo ejemplo método de Galerkin
Intentaremos resolver
d2U
T 4 (costa) + cos(@)?) = e~+r()
x

en
0<x<2m

sujeta a condiciones de borde periddicas
U(z) =U(z + 2m)
siendo

¢ = (% + [cos(z) + cos2(x)}) .

Propongo para la solucién un desarrollo que extenderé hasta n = 3,
U(z) = U3(x) = co + ¢1 cos(x) + c2 cos(2z) + ¢3 cos(3x)

siendo la solucién exacta

e—1+cos(:r:) .
Si hacemos las cuentas
d2U®)
(z) = —c1 cos(z) — 4ea cos(2x) — 9es cos(3x)
dz?
y las integrales
27 22U
/ cos(mz) dU2 () + (cos(z) + cos(z)2)UP | dz
0 T

27
/ cos(ma) cos(nz)dx = {m;mn.
0

2r si m=n=0

27
/ cos(ma) cos(z)?dx = {msm?
0

T si m=0
/27r cos(ma)e~11e0s(®) gg — e™'3(1) m=0
0 2¢ 13, (1) m#0

donde J, son las funciones de Bessel. Todo esto desemboca en el siguiente sistema

/2 1/2  1/4 0 co fo
1 —1/4  1/2 1/4 al|l | f
/2 1/2  —7/2  1/2 e | T | £

0 1/4 12 -17/2) \e f3
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§ 22. Problemas con dependencia temporal

Sea
U=U(z,t)

y el problema

ou
T =L W)+ fh

siendo esta la forma general del problema PDE planteado en un dominio con
condiciones de contorno dadas por

Ur=a)=U, Ulx=b=Up con a<z<b,

las cuales serdan datos.
El método de Galerkin propondré ahora una expansién

N
Ux,t) = Uz, )N = Cu(t)dn(x)
n=0
y definimos nuevamente al residuo como
ounN
RN(x) = a9t —LUY) = f(,1)

pidiéndole que
y hacemos la cuenta

N
Z |:dd(/;" <¢m7¢n>:| - <¢m,$(UN)> = <¢m; f(x’t»

n=0

resultando de aqui un sistema de N+1 ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE)
acopladas para los Cy,(t) con n =0,1,...,N.
Si quisiera resolver esto debo integrar en el tiempo

dc,
dt

= F(Cy, (4, ...,CN) para n=0,1,...,. N

sujeto a las condiciones iniciales Cy, (¢t = 0) que deben extraerse desde los datos
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Si .Z es lineal

Z[dc (D 60 — C (s L (D)) | = (s F(2,1))

n=0
que matricialmente puede escribirse

d
Hd—C—Pc:f

extrayendo las condiciones iniciales desde
Hc(0) =g.

EJEMPLO 7.3. Ecuacién de difusién
Como ejemplo podemos ver la ecuacién de difusién

oU  0%U
—=Z—  0<z<2
ot Ox2 =T=er
sujeta a las condiciones
U(z,0) = g(z)

U(x=0,t) =U(z =m,t) =0.
Usando la base
¢n = sen(nz)

tendremos
N
N(z,t) = Z Cr (t) sen(nx)
n=1

y consecuentemente

5 2o sen(nz)
82uN
oz =2WN) = Z Chp(t)Z (sen(nx)) Z Chn (t)n? sen(nx)
z n=1 n=1

y como los productos escalares son

27

(pm, Pn) = /0 sen(mx) sen(nz)dzx = g&mn

resulta

N 1oC, 2T
n=1

y vemos que el sistema estard desacoplado por las d,,n de manera que arribamos a

0Cm

con solucién
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donde Cy, (0) es la condicién inicial que saldra desde

/ (z) sen(mzx)dx
Cm(0) = 2 /0 g(2) sen(ma)dz

N 2
N(x,t) = Z Cr(0) €™t sen(nx)

La solucién exacta seria la misma pero con N — oo. En este caso Galerkin da la solucién
exacta a menos de un truncamiento; claramente el error va como

2
Oxe N

y desde aqui vemos que el ajuste es muy bueno.

§ 23. Meétodos pseudoespectrales

En este caso, a diferencia de Galerkin, necesito definir una grilla espacial. Dis-

cretizamos del siguiente modo
m m
N+l “TT N1 =T PR e

con las condiciones

Ty =

Uy=0, Unvt1=0, Uz, t)=U;

Planteo nuevamente un truncamiento de la serie
N
UN(xat) = Z Cn(t) ¢n(‘r)
n=1

siendo el conjunto de funciones ¢, () = sen(nx). Las incégnitas pueden des-
pejarse en funcién de los Cy,(t) o de los puntos U(z;,t), encontrandose ambos
relacionados a través de

al al nme
U(x;,t) = ch(t) dn(z) = ZC’n(t) sen (N+ 1)
n=1

n=1

Esto no es otra cosa que la transformada discreta de Fourier (DFT, segtin sus
siglas en inglés), donde se ve que las Cy,(t) son

nme
Cn(t) N+1ZU x;,t) sen <N+1> (23.1)
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siendo 2/(N + 1) un factor de normalizacién. Esto vale para cadan = 0,1,..., N.
La inversién de la matriz puede hacerse aplicando la identidad

N .

nmi nwk N+1

—_— 0; 23.2
;sen(zvﬂ)s (N—H) g ik (23.2)

pero podemos pasarla a una integral

™

/ sen(xi) sen(kx)dx = 55“6
0

donde se ha considerado

T
TN+ YT N+
Queriamos ver que
RN(z;) =0 (23.3)
donde
RN _ ounN B o?uN
ot Ox?

entonces eso lleva a que

Z — " sen(nx) + Z n?C,, sen(nx) Z [ + nQC’n] sen(nz) =0

n=1 n=1

y si pedimos que sea nulo en todos los puntos de grilla como vale Vx; debe ser
nulo el corchete,

ac,

2 _
il +n°C, =0,

de manera que la solucién es
—n?t
cn =Cr(0)e .

El método de colocacién pretende trabajar con los valores de grilla. Quiero
expresar la condicién (23.3) en términos de UV y no de sus coeficientes.

Uz, t ZC sen (1\?:11>

siendo las C), dadas por (23.1). Si introducimos toda esta informacién en una
Unica ecuacién resultard que la condicién (23.3) se transforma en

R NESWERY
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Trabajemos esta expresion un poco, comenzando por distribuir la suma e inter-
cambiar las sumatorias,

XN:87U m 2 XN:S 0 nmi sen nrk

Ot it N+1 N +1 N +1
N .

2 9 nmi nrk

Si aplicamos la identidad (23.2) a esta expresién, y definimos

2 N nmi nwk
Dy, = — 2 o
ki N+1nz::1" SCH<N+1)SCH(N+1>

entonces resulta

Uz t) =0. (23.4)

ou -
Z - (i, t)0ik — ;DkiU(Iht) =0,

i=1

o bien
xk, § Dkz xu

Esto es, en suma, el método de colocac1on. Insistir en trabajar con los valores
de grilla en lugar de los coeficientes de la base.

§ 24. Ecuacién de Burgers
Es la ecuacion unidimensional

ou ou 82U
T+ U= = (24.1)
ot or | 0z2
donde el miembro derecho representa difusién, como hemos visto oportunamente
y el segundo término del miembro izquierdo es una adveccién no-lineal.
Hasta el momento habiamos trabajado con adveccién lineal, es decir, términos

de la forma

c— c¢ = cte.

ox

La ecuacién (24.1) no conserva la energia cuando le aplicacamos diferencias fi-
nitas.
Consideraremos condiciones de contorno periédicas y utilizaremos el método
pseudoespectral.
0<z<2rm U(z) =U(x + 2m)



82 7. METODOS ESPECTRALES Y PSEUDOESPECTRALES §24

U(z,0) = g(x) condicién inicial
Recordemos que en fluidos tenfamos la ecuacién de Navier-Stokes,

ou 0*U
— + U.-V)U = _,v +v—7,

en la cual las no-linealidades se originan por el término advectivo. Ese término
genera ademads interaccion entre las diversas no-linealidades. Sea, por ejemplo,

U(z,t =0) =sen(z) + sen(2z)

entonces
oU
UE = (sen(x) + sen(2z))(cos(z) + 2 cos(2x))

U%—[tj = sen(x) cos(z) + sen(2x) cos(x) + 2sen(z) cos(2x) + 2sen(2x) cos(2z)

el término no-lineal genera un término en la base que no existia cuando arran-
camos el problema.
La difusién de los términos afecta a los que tienen mayor frecuencia.
Plantearemos para resolver por Galerkin una suma

N/2—1

> Ukt)e*™  k=-N/2,.,N/2-1
=—N/2

y pediremos
<¢k’ RN> =0

siendo i~ SUN Q2N
U U U
N _ N _
B = TV S

De esta manera tenemos

27 N N 277N
ou ou o°U :
/ UV — | e =0
0 ot Ox 0x?
Veamos quién es quién en esta expresién,

N/2—1

ouN auyN .

ot dt
k=—N/2

oUN N/2—-1

= E tm U, ™"
ox .

=—N/2
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S2UN N/2—1 4
at2 - _ Z mQUm eima
k=—N/2
Entonces
oUN N/2—1 . N/2—1 _
uN o = > Upe™ > imUpe™
r n=—N/2 k=—N/2

N@UN N/2—-1 N/2-1 -
— N H(n+m)x
U 9 Z Z im U, U, e

n=—N/2k=—N/2

y si usamos la identidad
27 )
/ e m=R)T g0 — o,
0

se arriba facilmente a

iU N/2-1
k 2 ; —
W—I—Vk;Uk—l— Z im U, U, =0
n,m=—N/2
m+n==k

la cual es una ecuacién para Uy(t) con el acoplamiento dado por la -, de los
modos.

Este sistema se puede resolver por los métodos usuales. No obstante hay que
resolverlo para cada

k NN 1 N 1

=T33 +1,.., 5
y esto implica que el ntimero de operaciones involucradas en la »_ es O (N 2)
que seria el mismo orden de hacer diferencias finitas con derivadas en todos los
puntos.

Por supuesto, si la aproximacién de diferencias finitas que se considera en la
discretizacién de (24.1) contiene mds puntos (otras aproximaciones para la deri-
vada primera y la segunda) el problema se hace cumbersome. Para que Galerkin
sea razonable N no debe ser muy grande.

Una alternativa es utilizar un método pseudoespectral o de colocacién. Para
ello nos definimos una grilla

xj:Wj conj=0,1,.... N —1
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y proponemos que la serie truncada se evalie en los puntos de grilla

N/2-1 N/2-1
27

UN(j,t) = Y Ur(t)e™™ = Y Ui(t) e~

k=—N/2 k=—N/2

donde esta tltima igualdad significa que UV es una transformada discreta de
Fourier y entonces

2

1 o
U(t) = 5 D UN(ajt) e ¥,
J

I
o

relaciones que pueden escribirse matricialmente de acuerdo a
_ LikZTj -1 _ ikZrj
Tkj—e NJ Tkj =e'" N7,

Se puede ir de un espacio a otro con estas relaciones de transformacion

UN(z,t) <= Uit (24.2)
N N
i =0,1,...,N k=—-—, .., = -1
] 07 ) ) 27 ) 2

La idea, y justificacion, de estos pasajes es que hay operaciones que se realizan
més répido (a menor costo) en un espacio que en otro.

La operacién matematica de la DFT puede hacerse atin mas rapido con una
FFT (Fast Fourier Transform). La DFT implica N2 operaciones para pasar entre
espacios en la transformacién (24.2) porque para cada k hay que realizar la suma
que da el Ug. La operacién de FFT consiste en ir subdividiendo el problema en
un esquema tipo divide &conquer, lo cual es parte del algoritmo, y arribar asi a
una problema de orden N log(N). Aunque no parezca, esta diferencia es mucho
ahorro.

Esquemaéticamente esto opera asi; comenzando con alguna condicién inicial

se obtienen U(z;,t = 0) y se transforman con la DFT a Ug(0), calculdndose
las derivadas espaciales en el espacio de Fourier, lo cual es multiplicar (como en
mecdnica cudntica)

0 .
%—>Zk
0? 9
5oz — k
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8UN Z Zk‘Uk 'Lk:w

Luego, la transformacién de (24.1) dejard

d
% + Up(ikUy) = —vk2Uy,

El termino (U9, U);, es equivalente a una doble suma. Si la funcién es

N/2—-1
= Z Um eimmj’
m=—N/2
y la derivada
N/2—1
aU ; imT;
%(ﬂﬁj) = Y imUpy ™,
m=—N/2
entonces
N/2—-1
m,n=—N/2

Si aplicamos la DFT al w(x;) obtenemos

N-1

1 — —ikx;
Wk = 2) w(x;) e
j=

o bien
N—-1 N/2-1

wy, = NZ Z inU,,U,, e'mtn—k)z

=0 m,n=—N/2
Tenemos una identidad que nos dice

N—

;-.

eP% = §(p,qN) con q=0,41,+2,..
=0

1
N

<.

es decir que vale la unidad si g es multiplo. Usandola

N/2—1

wy = Z inUn Uy, 0(p, gN)
m,n=—N/2

85
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0
p q=4q {:I:N
N N
k=——, .. —1
27772
Podria ser N N
=——-1 =——-1, k=-2
m 5 ,on 5 ,

y esm+n—k = N. Son tres casos en los cuales la doble suma resulta multiplicada
por algo no nulo y diferente de uno.

N/2—1 N/2—1

we= > inUnUp+ Y inUnUy
m,n=—N/2 m,n=—N/2
m+n=~k m+4n=k+N

y vemos que el primer término es el que obteniamos por Galerkin pero el segundo
no es necesariamente cero; son acoples que no deberian estar. Es aliasing. Es la
ambigiiedad existente entre ondas que no se muestrean bien.

Supongamos k = 6, vemos que para un k = —2 en Fourier dos funciones, como
por ejemplo sen(6x) y sen(—2z), coinciden totalmente si utilizo 6 — (—2) = 8
puntos. El diagrama bajo estas lineas ilustra la situacién

— Sen‘(-2x)
— Sen (6x)

0 0.7854 1.5708 2.3562 3.1416 3.927 4.7124 5.4978 6.2832

Si muestreamos ambas funciones solamente en los puntos indicados (0, 0,7854,
1,5708, ...) no podemos distinguirlas. En resumen, tenemos que en discretos pun-
tos ambas coinciden porque

k1 — ko = N.

Para remover el aliasing puede usarse la llamada regla de los 2/3, que es en
realidad un filtro. Si utilizo M modos para representar una funcién y lo elijo
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como 3
M>_-N
2

y hago que los modos con |k| > % sean nulos entonces

M
k| > —
3

y eso anulard el término de aliasing (mato los modos més rdpidos). La suma
serd no nula si existen
m+n—k=+M

pero anulando los U, U,, asociados por la restriccién resulta
3 3
—M<—§N+1§m—|—n—k:§§N—2<M

lm+n—kl <M

En la préctica si trabajo con M modos filtro
|k| > M/3

en cada iteracion temporal.

En resumen la ida y vuelta al espacio de Fourier genera espiireamente un
término de aliasing. Se remueve filtrando pero con la consiguiente pérdida de
resolucion en los modos altos.

§ 25. Algunos aspectos mas de la ecuacién de Burgers
Habiamos escrito dicha ecuacién en una dimensién como

ou U U

E + % =V 8.’172 (251)

con U(z) =U(x+27) y 0 < 2 < L. Podemos definir también una energia por
unidad de masa,
S
E=— U“dzx.
2L /0 *
A través de la mecédnica de los fluidos sabiamos que
1 /L
E=- / puldz.
2 Jo

donde
p=M/L
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es una densidad lineal de masa.
Para examinar la variacién de la energia en el tiempo podemos multiplicar U
por la ecuacién de Burgers (25.1) de manera que

18U2+18U3 _UVQQU
2 Ot 3 dr Ox?

si escribimos el miembro derecho como

U 9 ([ 9U oU \*
UVWV&U(Um')V(ax)

podemos integrar en ambos miembros obteniendo

L 2
a1 gL Ut v ou
v -1 o), L /0 (ax) da (25:2)

donde los dos términos senalados con llaves pueden eliminarse porque tanto la
funciéon como su derivada seran periédicas. Si no lo fueran, esta condicién se
puede forzar pidiendo que sea nula la funcién en los extremos. Finalmente

dE

22 _ 90
dt v

1 [Frou?

como la enstropia. En fluidos tridimensionales quedarian en lugar de d,xzU la
vorticidad.

La viscosidad v introduce disipacién y pérdidas. Vemos que E — 0 si t — oo
con v # 0. Por otro lado, si ¥ = 0 deberia conservarse la energia.

En general en diferencias finitas por més que v = 0 la discretizacion introduce
una viscosidad numérica. El método espectral, al contrario, conserva la energia.
Veamos cémo se materializa el cumplimiento del balance de energia a través de
la identidad de Parseval.

Partiendo desde la expresion de la energia

1 2 2 dlscreto
E:E/O U?dx NZU%, ,

. o . 271—
si tomamos z; = (j — 1)57 serd

B ;ng:mj,tf = 2 S )P

k

donde se define
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donde esta ultima identidad es Parseval.
Deberfamos ver que Y, |Uy|* cumple el balance de energia.

8Uk(t) oU 9
En + |:U8:C:|k = —vk“Ug (25.3)

para cada valor de k = —N/2,..., N/2 — 1. Escribimos
Ui|* = UpUj; = UpU(_y,

siendo lo dltimo vélido si U es real®. Es una redundancia de informacién, o al
menos puede pensarse asi.

Pero debemos derivar |Uy|? para lo cual podemos utilizar (25.3) pero conjuga-
da.

8U,k(t) 8U 2
— =— _ 25.4
- U B} vk2U_y, (25.4)

y hacemos entonces
U_i x (25.3) + Ug x (25.4) = —20k*U_ Uy,

Uy, oU_y
Uiy Uk

+U_k|:UaU:| + Uk |:U
or |,

(9U] _ —21//{52‘Uk|2
Or | _,

aun podemos aplicar cosmética para agrupar

ou

0 oUu
f(U_kUk)JrU_k |:U or

= —2wk?|U, |
5 8w]k+Uk[U ]_k vk*|Uy|

Luego, si aplicamos a cada miembro 1/2) ", serd

oE 1 ou ouU B ——
= t3 k <Uk[Uax] +Uk[U8$} k>_ u;kw =200

y necesitamos que dentro del miembro izquierdo el término en la Y ; sea nulo
para que se mantenga la energia.

ZUk[ } ZUkszUU—szUUUk
m+n=~k m+n—k=0

vy hacemos un cambio de variables tal que —k — k y entonces

> imUnUpnUy
m—+n+k=0

3Si U € R se da que conjugar es considerar el modo negativo.
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Dada la simetria de la expresién podemos hacer sin peligro

1 1 1
5 O imUnUnUs+ 2 Y imUnUnUs + 2 > imUnUnUy
m+n+k=0 m4+n+k=0 m+n+k=0

y cambiando indices

1 1 1
3 > imUnUnUs + = > ikUmUnUk+§ > inUnUpnUs
m+n+k=0 m+n+k=0 m~+n—+k=0

1 .
3 Z i(m+k+n)U,U,Ug
m+n+k=0
pero justamente como m + n + k = 0 se tiene que toda la sumatoria es nula y

verifica ou
> U {U} = 0.
or |,
k
Hemos confirmado entonces que

oF
E = 200

E= %Z\Uﬁ

1 2 2
Q=§Zk U2

Igualmente faltaria la integraciéon temporal donde podrian introducirse pérdi-
das numéricas. Estas cantidades también se conservan en 2D. En tres dimensio-
nes aparece la helicidad que también se conserva.

El kid de la demostracién es la triada de indices m,n, k que muestra el hecho
de que el acople de dos modos forma un tercero tal que su nimero de onda
esta relacionado con los nimeros de los otros dos por la suma.

La energia es un invariante robusto porque el método hace que los modos
conserven la energia. Pese a que se generan otros modos por interaccién, la
energfa se reparte de manera acorde (ver esquema debajo).

donde

este valor de

energia.

$€n(T) s 5e1(22) "] Se conserva
sen(3x)

sen(4x)

Recordemos no obstante que estamos con v = (. Si hubiera viscosidad la pérdi-
da de energia quedaria enmascarada.
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§ 26. Estabilidad Burgers con RK2 en el tiempo

Veamos como aproximacién burda el caso lineal (ideal, v = 0)

ou ou
La versién espectral serd
Uy,
—— +ikVU, =0
ot +1 k

y con RK2 serd
n At
LkH/Z = b/? - *2 ikV Ll?

vptt =up - Atikvopt?

Planteamos como crece el error €™ en el tiempo

U, —> U +e¢
A
entl/2 — gn _ gikVS"

et = g — AtikVent1/?

entonces

YA
el = e AtiRV(1 - tkv)e”
2
et =A™
con A2y
A=1—iAthV — %
iAL2E2Y 2\ 2
A2 = (1 - ”gv> + AREY?
At kv
A2 =1+ —

El método no es estable pero la tasa de crecimiento del error puede ser muy
pequeda si el factor At* domina sobre k.

Si queremos ver cual es la amplificacién del error a lo largo de un nimero muy
grande de pasos

A44 4
A= VI 1 S

y luego
Al =14+ aAt
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si a = At3k*v? /8. Esto ilustra que
e = [Mlle"| = (1 + aAt)[e”]

" ~ (1 + alrt)"|e°]

Si integro la ecuacién hasta un tiempo T' = nAt, con At =T/n

T n
e (1450
n

aT|EO|

sin — oo

" ~e
entonces evidentemente « sintoniza el crecimiento del error. La cota maxima es
en el k mayor, que era

entonces
A3kt

168
y esto es una especie de compromiso (como CFL). Si se requiere una tasa fija
de error debo controlar At y N para que la ley se mantenga y esto lleva a que
necesitemos

o=

1
~ N4/3y4/3

que es un CFL un poco peor que el de diferencias finitas.
Existe un inconveniente extra y es que hemos linealizado; la V' es una velocidad
promedio del sistema. En realidad si la velocidad aumenta la tasa del error crece.
Si el problema es no-lineal este es un andlisis somero. Pero si hubiera disipacién
la misma ayuda a que la solucién se mantenga estable.

At

EJEMPLO 7.4. Ecuacién de vorticidad
Consideramos un fluido plano 2D, lo cual es bastante aplicable a ciencias de la atmdsfera.
Las suposiciones seran
U = (uz,uy)
fluido imcompresible

Uy :ux($7y7t) Uy :uy(m7y7t)
Las ecuaciones de Navier-Stokes son

ou

T (U-V)U = -V(p) +vV3U

siendo v la viscosidad cinemética. También usaremos la vorticidad

w =V xU.
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93
Por ser imcompresible podemos hallar una funcién corriente ¢ (z,y,t) buena tal que
17
U= (7@[’7 _87711)
ox Jy
con
V-U=0.
Ademés
w=vxU=[8, 9, 0

= (0,0, 0zuy — Oyuz)
uy 0
w=-Vz

Uno podria tomar el V, de Navier-Stokes para deshacernos de la presién en la descripcién.

fascinantes) nos lleva a que resulta

La ecuacién de la vorticidad en 2D, si utilizamos el corchete de Poisson (si, aquel de la
mecanica clasica que en la mecénica cuéntica pasa a ser el conmutador y tiene propiedades

Ows

at = [wvwz] + Vv2wz
Este corchete es claramente el término no lineal pues

[, ws] = 20 2z OV D

0 ( o ) o ( o )
= = —(wer | = 7= (wa
ox Oy oy Ox oy ox ox oy

Podemos expandir Fourier el

N

W ($7y7t) = Zwk eik-r
E
donde

k= (ke ky) 1=(2,9)
de manera que

N/2-1

Z Wi (t) eikxz eikyy

b hoy=—N/2

wl¥ (z,y,t) =

y podemos aplicar Galerkin, aunque en la practica no se usa. Mejor atun, el método pseudoes-
pectral. Discretizaremos en z,y y

27j 27l
Tj=—— = —
N N

7j=0,1,..,.N—1 [=0,1,....N -1
es decir que consideramos

27

w(@i y)

27
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y w periddica. Dado el vinculo a través de la DFT resulta que

N—-1
Z x]’yl’ 'Lszj e—zkyyl
existiendo el pasaje
W s wy,
a través de la DFT. Las derivadas seran
Ow .
a— = tkpwi
i
Ow .
E = ikywy
Y
V2w — —kiwk — kiwk = —k2wk

donde k? = k2 + ki y
w=-V y wp =k
y entonces la funcién corriente
Y = wi /K
Elijo condicién modo inicial ¥k (k = 0) = 0. En la resolucién de Navier-Stokes se utiliza la
inversién de v en funcién de la vorticidad.

En resumen podemos establecer el siguiente protocolo de resolucién. Lo llama-
remos Método de cédlculo ecuacién fluidos 2D

1. Dada
w(t =0) 25 wy(0)

2. Calculamos 9, 0y, V2 en k entonces
thpwr, z'k’ywlm —k? W, Yg = ka 1kgt)s, Zk,@ﬂpy

3. Volvemos al espacio fisico
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Integramos en el tiempo

wi (t + At)
Regresamos al punto 2.

Realizamos un dealiasing. En 2D es anular los modos tales que
|kz| > N/3 |ky| > N/3

y este filtro se aplica luego de cada paso de cuatro.

95
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Capitulo 8

Introduccion al Método de elementos finitos

Estos métodos de elementos finitos (FEM, segiin sus siglas en inglés) tienen
muchas aplicaciones ingenieriles. Para fluidos, no obstante, se suelen usar los
métodos de volumenes finitos, que son una especializacién. Entre la bibliografia
mas reconocida de elementos finitos vale la pena citar a

e Hughes, The Finite Element Method, 1989.
e Zienkiewicz, The Finite Element Method, 1977.
y ademads, aunque mas asociado a fluidos computacionales, a
e Hirsch, Numerical Comparison of Internal and External Flows, 1988.

Todo parte desde una PDE que quiero resolver en una region del espacio. Se
subdivide ese espacio en elementos no superpuestos

y considero nodos entre las uniones de los elementos; seran los vértices de los
elementos. Un nodo puede entonces pertenecer a méas de un elemento. En la
figura sobre estas lineas los nodos i — 1 y 4 estdn asociados al elmento 3. Para dos
dimensiones (ver Figura 26.1) suelen utilizarse triangulos y para 3D tetraedros.
El mallado es una operacién bastante complicada, porque implica dar una lista
de nodos y elementos a los cuales pertenece cada nodo.

Luego se aproximaré la solucién de la PDE, supongamos
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Figura 26.1 Esquema de mallado triangular en un dominio de forma general.
Cada nodo tiene asociado cierta cantidad de elementos. El nodo en color rojo,
pertenece a los elementos 1,2,3,4,5,6.

con funciones de interpolacién o funciones de forma o base
U(x) =U"(x) =) aiNi(x) (26.1)

donde las N; estan asociadas a cada nodo ¢. Es una suma de soluciones locales.
Los N; satisfacen
Ni(x;) = 0y (26.2)

lo cual lleva a que

Uxi)=c; =U; = Ux)= Z U; N;(x)

Ademas estas NN, suelen ser funciones a trozos donde cada uno de ellos se
asocia con un elemento “e” y verifican Ni(e) (x) =0six ¢ elemento (e). Asi, por
ejemplo, en una dimensién se utilizan funciones lineales a trozos

Ni(z) = NV (2) + NP (2)

puesto que cada nodo abarca a lo sumo dos elementos.

Si se pide continuidad de las N; son los llamados “elementos lagrangianos” y
si se pide continuidad de las derivadas son “elementos hermitianos”.

Luego reemplazamos la solucién propuesta (26.1) en la ecuacién diferencial y
defino el residuo, por ejemplo para la ecuaciéon de difusion, como

o oUt _ oUN
ot Ox?
solicitando que
/ RWdQ =0
Q
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donde 2 es la region de interés. Es el método de los residuos pesados MWR
(Method of Weighted Residuals). En FEM se suele elegir como funciones de peso
a la base N;(z) =W coni=1,2,...,N.

Es la misma idea que el método espectral pero con funciones de base muy
sencillas. Es un Galerkin, si se quiere.

§ 27. FEM en una dimension

Para una dimension FEM no tiene ninguna ventaja sobre otros métodos. No
obstante es instructivo para comprender cémo opera.
Para cada nodo ¢ en una grilla equiespaciada (ver Figura 27.2) tendremos

Ni(z) = NV (2) + NP (2)

i—1 i i+1

donde seran

T—T;—
N _ ", i1 <z <w
‘ 0, otro caso
xZ; —x
N@ _ R, i Sx < Tiga
=
0, otro caso

y entonces N;(x) cumple la condicién (26.2).

) por separado cumple

d;; pero no son continuas (véase en la Figura 27.2 que Ni(l) en color rojo y NZ-(2)

en verde son ambas discontinuas). En x = z; es N; = 1, asi que sélo sumo la

contribucién unitaria de una sola funcién. Es como excluir uno de los bordes.
Podemos hacer un mapeo para representar una funciéon dada del siguiente modo

Se elige la suma porque se pide continuidad. Cada Ni(e

(l‘i_l,l'i) — (0, 1)

T NY@©=1-¢
S v NO
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(w4, i41) — (0,1)

go o {NP(&) =

B Axi-i—l
Sobre el elemento (1)
Ux) = Ui—lNi(i)l + UiNi(l)a Ti1 Sx < wy

— Ti—1

x
Ulx) =Ui—1 + Az, (Ui —U;i—1)

y sobre el elemento (2)
U(z) = UiNi(z) + Ui+1Ni(J2r)17 Ty ST < Tiga

r — X;

7(Uz’+1 - Uz)

§27

de modo que ha resultado una funcién continua pero no derivable. Véase la

Figura bajo estas lineas

Si se utiliza el elemento (1) la derivada es

ou

oUW _ Ui = Uiy
or|,

Axi

)

y esto es una diferencia finita backward. Pero puede del mismo modo utilizarse

el elemento (2) y entonces

ou @ U1 —U;
ox

Ami+1

i

y es una diferencia finita forward. Para evitar la indeterminacién se utiliza el

promedio

ouy 1 Ui_Ui71+Ui+1_Ui
ox ii 2 Al‘l AJ}H_;[
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o bien se elige de manera consistente una u otra. Para el promedio, en el caso
particular Ax,;+1 = Az; resulta el esquema de segundo orden. Para que sea de
segundo orden en general

1 2
En dos dimensiones suelen utilizarse triangulos
Yy
(1) *
1 .

siendo la funcién que interpola

Y2 — y3)(z — x2) n (y — y2)(z2 — T2)

donde
2A = (21 — 22)(y2 — y3) + (y1 — y2)(x3 — 22).

Esta funcién es nula en los nodos 2 y 3 y vale la unidad en el nodo i = 1. Esto
es una manera de hacer FEM. Pero hay otras.

§ 28. Formulacion variacional de FEM

Veamos como ejemplo la ecuacién de difusién

9 (,0u) 0 (0w _
Jdr \ Oz oy \ Oy —d

donde ¢(z,y) es la funcién fuente y queremos resolver en {2 siendo k un pardme-
tro. Llamaremos L(u) al operador con las derivadas. El resto serd

R(u) = L(u) — q

Sea
uN = N, (28.1)
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entonces el método de los residuos pesados requerira
/ RuMWdQ =0
Q

con W = N;(x) parai=1,2,...., N (nodos).

En el ejemplo introducido es

L(u) =V - (kVu)

/(V - (kVu) —q)WdQY =0
Q

/V (EVu)WdQ = / qWdQ.
) Q

Si aplicamos el teorema de Green aparece una integral sobre la superficie '
que rodea al volumen §2, es decir

/k@WdF—/ kVW~VudQ:/quQ. (28.2)
r on Q Q

Podemos utilizar W = N;(z) aprovechando la propiedad de que estas funciones
N; valen 0 si x estd en un elemento que no contiene al nodo j.
Introduciendo estos pesos en la relacién integral (28.2) resulta para el miembro

derecho
| aNao,
Q .

J

donde €; es una subregién. Para el miembro izquierdo la integral en el ) tiene
una sumatoria que sale fuera cuando escribimos u de acuerdo a (28.1),

/F» k?deF =Y u N kVN; - VN;dQ

mn
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Podemos elegir las funciones de interpolacién para que N, (x) = 0 si se da que
x € I'. Se suele llamar a

K;; = —/ EVN; - VN;dQ
]

matriz de rigidez (stiffness), la cual es un factor geométrico y depende de los
elementos. El vector de cargas es

fi= [ aNdo,

J

y entonces desembocamos en un sistema matricial
Ku=f.

Escribiendo completa la relacion,

/k—NdF Zuz/ EVN; - VN;dQ = /quQ

vemos que se integra en cada subregién j-ésima siendo la suma sobre todos los
nodos 4 pertenecientes al elemento €2;. Consuiltese la figura bajo estas lineas.

Veamos ahora un par de ejemplos. Para una dimensién la ecuacién es

0 ou
oz (’“m) =4

y el resultado de la implementacién es

Jt+1 J+1 ON. ON.; J+1
- Z ul/ k—L— m:/ gN;dz
i=j1 j—1 Oox Ox j—1

que al especializarlo
Az Ax Az Az
[ ] e iR 1B o 22))

I r—ux It i —x
_ J— 1d J+1
= — I dx + ———dzx
/jlq Az /j T Ax
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se reduce a s + )
Uj—1 — 2Uy5 U541
k2 A; = g(qj—l +4¢; + qj11)

donde k es constante y ¢ es lineal y suponemos que

q; —qj—1

q:(Zj—lJFTx(ff.Tj_ﬂ en rj_1 <xz<1x5
95 — dj+1
q:qurl_Tx(x_ijrl) en xjgxngﬂ

Ahora si vamos a dos dimensiones elegimos una malla triangular regular (tridngu-
los del mismo tamario). Queremos resolver

Viu=gq
en el Q. Se cumple que u = ug en I' (borde).

i+1,5+1

)
®) Q,

ij ) i1

()

Suponemos Az = Ay = cte. El nodo ij = J y el indice I recorre nodos

—Z“I/ {aNIaNJ+aNIaNJ]dxdy:/qud$dy
i o, L 0 Oz dy Oy

donde he elegido N; = 0 en I' (la frontera de ).
Qy = tridngulos (1) — (6)

T — Tij
Ax
essOlonuloeni+1,5yt+1,j+1yvalelend,j

NV =N =1~

T—Ti+1,5 Y~ Yit1,j
Az Ay

(1)
Nijij=1+

1 Y —Yit1,5+1
Nz'(+)1,j+1 =1+ Ay ’
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Ahora, para el elemento (2)

R

valeOeni,j+ 1,9+ 1,5+ 1y uno en el 7j. Asimismo

(3) T—Tij Y —Yij
N7V =1 -
J + Az Ay

que sera uno en 14, j, cero en i,j — 1 y cero en i, j + 1. Ahora hay que ver cudl es
la contribucién del elemento (1) a la matriz de stiff K;;, tal que los I refieren a
los nodos del elemento 1.

1 1 1 1
KO / aNi(j) 8Ni(+)1’j + 8Ni(j) aNi(Jr)l’j dxdy
i+L.jij 1) Ox ox oy dy

1 1 1
== /(1) (m) (M) dedy = =3

K, Lj4lij = 0
Wi g

Sumando las contribuciones de todos los elementos (1)-(6) de €;
Kijij =4
Kit1jij =Kic1,5i = Kic1j45 =—1

Kit1,j41 =0

la ecuacion total resulta

— AU+ Uig1,j + Uim1j F U1+ U1
x2

= H(G%j +Qiy1 -1+ G F -1+ G+ F Gio1-1)

donde el miembro izquierdo es el laplaciano V2u y hemos supuesto ademéds ¢
lineal e interpolado linealmente ¢ entre puntos de grilla.
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§ 29. FEM para una ley de conservacion

Sea la ecuacion
g (20.1)
ot —d ’

la cual se puede aplicar a diferentes situaciones fisicas como ser el modelado de
fluidos (para lo cual u — p y £ — pU).

En un fluido con ¢ = 0 la ecuacién (29.1) representa la conservacién de la masa.
Si aplicamos el método de los residuos pesados en alguna region ) estaremos
pidiendo que se verifique

/ RWdQ =0
Q
siendo 5
U
= — . f —
R(u) 5 +Vv q

lo que nos conduce a

ou

—WdQ+ | VAEWdQ= | ¢qWdSQ. (29.2)

o Ot Q Q

Mediante identidades de Green transformamos la integral de la divergencia'

en dos integrales

/V~deQ:/f-dS—/VW~fdQ
Q r Q

y si ahora escribimos u y f en términos de la base

f= £iNi(x),
y utilizamos los pesos segun Galerkin,
W = N;(x)

podemos transformar (29.2) en

aU; ()N (x _ - (N (x _ A
> % L, MG, 6 S [, wieein= [ ;o

Q;

IEn efecto W, f; = 0;(W f;) — (8;W)f, que en forma vectorial tiene el aspecto que mos-
tramos.
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donde hemos supuesto ademéds condiciones tipo Dirichlet en los bordes
N;i(x)=0 en I'

de forma que la integral sobre I' es nula y las integrales son en todos los elementos
que pertenecen al nodo j. La sumatoria se realiza en los nodos pertenecientes a
Q.

Redefiniendo

M;; = / N;(x x)dS) [Matriz de masa)
K;; = /Q VN;(x)N;(x)d2 [Matriz de rigidez]

4 E/ qN;(x)dQ2

J

el sistema puede escribirse elegantemente

(’)ui
> (Mijat - Kijfi) =qj-

3

§ 30. Método de volimenes finitos (FVM)

Es el método utilizado en fluidos (ingenieria) y la base del drea de CFD
(Computational Fluid Dynamics).

Se acaba de ver en la seccién anterior que para una ley de conservacién que
emana de alguna relacién como (29.1), donde ¢ es un flujo, el planteamiento
integral lleva a

Ju

Wwda + / V- fIWdQ = / qWdQ
o Ot o

y para FEM expandiamos u en funciones base con W los pesos, que eran lineales.
Ahora podemos utilizar funciones mas sencillas

(2) 1 siz e
Wix) =
0 siz ¢

y entonces podemos escribir

—dQ—i—/ V- £dQ = /qu
Q;
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de modo que empleando el teorema de Gauss para transformar la integral de la

divergencia,
ou
—dQ + f-dS= qdQ2
Q2 ot L Q;

1
uJE—/ udS)
Q; Jo,

1
i Jo,

que son especies de promedio, arribar a

y definiendo

0
5 (W) + > A8 =g,
caras
Es una ley de conservacion local, flujos evaluados en los bordes. Faltaria definir
la regla para asignar valores a la funcién en las caras.

EJEMPLO 8.1. Difusién en 2D
Veamos como ejemplo de aplicacién la ecuacién de difusién 2D,

%—i—Vf:O con f=kVu

que en coordenadas es una cosa del tipo

ou o] ou o ou
— 4+ — | k— — ([k— ) =0.
ot +8x ( 8x)+8y ( 8y)

Utilizamos elementos cuadrados y los nodos de grilla en los centros, segiin se muestra a
continuacién

X

La idea es aplicar la conservacién en cada celda. Considero normales externas

)
a(uij) + Y f-AS=¢;Q;=0

caras
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1o}
&(“iijAy) + (faB — fep)Ay + (fBc — fap)Az =0
ou Uig1,5 — Ui j
— k(2 — ity T g
fas ( 3$)AB Ao )

_ Uiy T Uil

y de manera idéntica

suponiendo que Az = Ay
Ou;, ; k
= (Wit1, FUi—1,5 U1 T U1 —4ug ) =0
9t sz( i+1,j i—1,5 4,5+1 4,5 —1 i5)

y esto ha resultado igual a diferencias finitas de orden dos.

EJEMPLO 8.2. Aguas poco profundas (shallow water)
En aguas poco profundas suponiendo p = cte y viscosidad nula (ideal).

Ademds suponemos, ver figura sobre esta linea, que L > D. Podemos plantear entonces el
problema como

h(17y7 t) = hf(xvyvt) - hb(l“,y:t)
u = (u,v,w) = (Uzg, Uy, Uz)

w K u,v (suposicién)

u = u(z,y,t)

v =wv(z,y,t) p problema 2D

h = h(z,y,t)

De las ecuaciones de fluidos resulta
ou ou ou oh
i —_ — 2 =—g— 30.1
ot T oy YT % (30-1)
ov ov ov oh
T tu— v — +20u=—g— 30.2
ot “ax ”ay “ gﬁy ( )
oh  Ohu  Ohv

i 4+ —— =0, 30.3
ot + ox * oy ( )

y los términos de la derecha salen de la aproximacién hidrostatica.
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Estas ecuaciones no estan escritas en forma de ley de conservacién. Pero puede lograrse;

multiplicamos (30.1) y (30.2) por h y utilizamos (30.3).
0 7] gh? 7]
—(hu) + — [ hu® + = ) + — (huv) = 2Qh 30.4
at(“)+az("+2)+ay(””) ! (30.4)
7] 7] gh? 7]
—(hv) + — (hv? + =~ | + —(huv) = —2Qh 30.5
2 )+ 2 (2 + )+ 2 (huo) = ~262h0 (30.5)
Puedo elegir en (30.4)
o = hu, q=2Qhv
h2
£ = (hu? + T huv),
en (30.5)
o = hv,q = —2Qhu
h2
= (huv, hu? + 97)
y en (30.3)
u=h,q=0
f = (hu, hv)
(30.6)

y ahora finalmente el show,

Considerando nodos en las paredes del dominio segin el esquema siguiente,

i+1/2,5

i+1/2,5

resultara, por ejemplo para (30.6),

Oh;;
; AzAy + (hv)iy1/2, 8y — (hu)i_1/2 ;A8y + (hv); j11/28z — (hu); j_1/2Az =0

1
(ht)iq1/2,5 = Z(hij +hit1,5)(wij + wig12,5)

Queda un sistema para h;j, u;j;, vij.
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